Capitulo 26

Integracion por partes

INTEGRACION POR PARTES. Sean u y v funciones derivables de x. En estas condiciones,
duv) = udv + vdu
udv = d(ww) —vdu

(i) fudv = uv—fvdu

Para aplicar (i) en la practica, se separa el integrando en dos partes; una de ellas se iguala a u
y la otra, junto con dx, a dv. (Por esta razén, este método se denomina integracién por partes.)
Es conveniente tener en cuenta los dos critertos siguientes:

(@) La parte que se iguala a dv debe ser ficilmente integrable.

) f v du no debe ser mas complicada que I udv.

Ejemplo 1: Calcular f e dx.

Hacemos u = x* y dv = e*' x dx; de donde du = 2x dx y v = §e*'. Aplicando la férmula
J edx = - [ etdr = Jate™ — fe + C

Ejemplo 2: Calcular f In (2* + 2) dzx.

Hacemos 4 = In(x® + 2) y dv = dx; de donde du = };’ﬁfx_z y v = x. Por tanto,

fln(z‘+2)do: = zln(@*+2) — % = zln(x*+2) — f( :+2>

= zln(2+2) — 2z + 2VZ arctag z/VZ + C (Ver Problemas 1-10.)

FORMULAS DE REDUCCION. Las férmulas de reduccién permiten simplificar el clculo cuando se
haya de aplicar la'integracién por partes varias veces consecutivas. (Ver Problema 9.) En general,
una férmula de reduccién es aquella que da lugar a una nueva integral de la misma forma que la
original, pero con un exponente mayor o menor. Una formula de reduccién es titil si, finalmente,
conduce a una integral que se pueda calcular ficilmente. Algunas de las férmulas mas corrientes
de reduccién son:

du _ 1 u 2m —3 du
.f (@ xu?)™ a’{(Zm—Z)(a’ * ut)m-! + 2m—2 (a’ +u’)"" } y m*l
2+ ,,2\m _ u(a*x ut)™ 2ma® 2 2\m—1 _
(B) ‘r(q—u) du = o +2m+1 (@xut)"'du , m#*-1/2
' du - _1 n 2m — 3 du
© ’ (W —a’)™ d’{(2m D —a T em—2J) @i- a’)""} » m*1

D B __ aym - u(u!_a”)" _ 2mat ? __ m— -
™ f(u @)™ du om+1  2m+1 f(“ a)midu, m o —1/2

(E) fu"‘e'"‘ du = lu"‘e““ - fu"‘”e‘“‘ du
a a

.
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(F) .fsen"'udu = —Sc"m_l;:cos" + m;l I sen™" 2y du
(G) f cos™udu =. cos““"t: senu m”: 1 f cos™ Ty du
(H) J-sen"‘ ucos*du = sen"‘*;nu_:(;s“‘ L3 + :;:_i . sen™u cos™ " *u du
= sen'“‘:nu_:;s"*‘ LIS :::;?lt I secn®"?y cos"udu, m#*—n
(I J‘ umsenbudu = —--12—“ cos bu + % ." u™~! cos bu du
(I ‘fu"‘ cosbudu = yb: sen bu — %l J u™ " sen bu du

(Ver Problema 11.)

Problemas resueltos
1. Calcular J x sen x dx.

Podemos seguir los siguientes caminos:
(@ u=xsenx, dv=dx; (b) u=senx, dv=xdx; (¢) u=x, dv=senxdx.
(@) u=xsenx, dv=dx. Portanto du =(senx + xcosx)dx, v=1x, y
stenxdx = Xx°xsenx— J x(sen x + x cos x) dx

La integral que resulta es menos sencilla que la original por la cual se descarta este camino.

(b) u=senx, dv=xdx. Portanto du =cosxdx, v = §x*, y
stenxdx = {x'senx — J $x cos x dx

La integral que resulta es menos sencilla que la original y también descartamos este camino.

() u=x,dv=senxdx, Portanto du =dx, v=—cosx, ¥

stcnxdx = —xcosx—J—cosxdx = —xcosx+senx + C

2, Calcular I xe* dx.
Sea u = x, dv =e”dx. Entonces,du =dx, v =¢% y

Jxe‘dx = xe’—fe’dx = xe*—e*+ C

3. CalcularJ x*In x dx.

3
Sea u = In x, dv = x*dx. Por tanto, du = d?x,v= xT, y

e _x
x 3

3
lnx—-;—Jx’dx=f—lnx—lx’+C

3 9

x! xa
2 — — —_—
Ix In x dx 3 In x J 3

4. Calcular J xV'1 + xdx.

Haciendo 4 = x, dv = V1 + x dx. Tendremos du = dx, v= §(1 + x)*2, y
Jxvmdx - —§-x(1 ¥x m—-i- J(l +x)Wde = %x(l R SV l15(1 FR¥+ C
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s. Calcularﬁrc sen x dx.

Haciendo w = arc sen x, dv = dx. Tendremos du = dxfvV1I=x%, v=x y

’ xd
yarcscn:cdx = xarcscnx—j = xarcsenx+\71t:c"+C
. 1 —— :U’
6. Calcularﬁen’xdx.
Haciendo u = sen x, dv = sen x dx. Tendremos du = cos xdx, v=—cCOS X, Y
J scnPxdxr = ~—senxcosx + f cos’z dx
= —senrcosx + f (1 —sen*z)dx = —4sen2zx + f dx — J sen®z dz
Pasando al primer miembro la integral del segundo,
2fscn’a:da: = —isen2z + 2+ C y fscn":cdx = 4x — }sen22 + C
7. Calcular f sec® z dx.
Haciendo % = secx, dv = sec?x dx. Tendremos du = secx tag x dx, v = tagx, Y
f sec’zxdx = seextagx — J secrtag® x dxr = secx lagx — f sec z (sec®x — 1) dx

= secxtag x — fsec’:cdx +J sec x dx

Por tanto 2J sec?zxdr = seczx tagzx + j secxdr = secx tagz + In|secx + tag x| + C'

¥ Isec’xdx = JMsecxtag x + In|secz+ tagx|} + C

8. Calcular ] x? sen x dx.
Haciendo « = z*, dv = senz dx. Tendremos du = 2xdx, v = —cosz, y -

f:v:2 senxdx = —zxz?cosx + 2J x cosx dx

Haciendo en la integral resultante « =2 y dv = cosz dz. Tendremos du=dx, v = senz, vy

‘x‘scnxd:c = —:c’cosx+2{:csen:t—J‘scnxdx}

= —2x*cosx + 2x senx + 2cosxz + C

9, Calcular J‘z“e" dz.

Haciencio wu=1x% dv = e*dz. Tendremos du = 32*dz, v=4e", vy

f xde*dr = %x’e” - %f x¥e™ dx

Haciendo en la integral resultante u=2x* y dv = e**dz. Tendremos dv: = 2% dx, v=4€", vy

3 .
f xle¥dx = %x e — —-{ xle? — f :ce"d:c} = %x’e" — %—x"e" + —2—f ze® dx

Haciendo en la integral resultante u =z y dv = e**dz. Tendremos du=dzx, v= e,y

f ¥ dx = %x’c” - %xzez‘ + g{% zet™ — % f et* d:r}

132:_§222 _3_22_§u
—x%e 4xe +4£e 88 +C

2
. d *1
10. (a) Haciendo =z, dv = ﬁ;, Tendremos du =dx, v = Cm @ = y
f ztdx *z + f
(a’ -+ xl)m = (2m — 2)((1" -+ x!)m—l om — 2 (a.’ -+ xz)m—!

*1
(b) Haciendo u=z, dv = z(a* + ") 'dz; Tendremos du =dz, v = %(a’tx‘)", y

]- 2( 2+x’)m_‘dl‘t — i_x(az+xz)m * _1_ f (a’i:c’)"d:r
J T T o2m T 2m .
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11. Hallar: () f e ,),,,, b) J (© + 21" da.
(@) Como la férmula de reducciéon (A) reduce a una unidad el exponente del denominador, aplicdindola dos veces

resulta:

dx _ x 2 dx _ x 2 x
(1+ z557 - 3(1+x:)a/2 + 3 f (1+xz)an = 3(1+x1)3/l + § 1 +z)" +C

(b) Aplicando la férmula de reduccién (B),
f @+a)rdr = T20+ay + 2 f (9 + 2% dr

2@+ + 2 iz@ + 29 + 9ln(z + VBT A + C

e |

Problemas propuestos

tag 3x;— % In [sec3z| + C

Wy,

13. fxsec’3:cdx =

Y

12. fxcos:cdx = xzsenx +cosx + C

(V4

14. farccos2:udx = xarccosZz—-]ﬁ,Vl—4z’+C
\5. farctagzda: = garctagz — InV1l+a2*+ C

£ /1 — S — )3 2 . ze® dx — e*
16. 2*V1l—zx dx 5 (1 — 2)*® (152* + 122 + 8) + C 17. f(1+x)’ 1-}_:c-i-C

18. f zarc tagzde = J{(z*+1)arctagx — dx + C

9. [atetrdn = —fe+istP +C
20. f sen‘z dx = -% cos’z — sen*x cosx + C
ot fx‘senmdx = —zx%cosx + 8x*senz + 6xcosx — Gsecnzx + C

22,

— 2
f L R e ) e 2. f 92 = 2@ -1z +8)Vitz +C
Va+ bz 3b 1+-E

24. fxarcsenx’da: = %x’arcsgnx’+§V1—?+C
25. fsenxsen&zd:c = ﬁsenSicosx—gsenxcos3x+C

26, fsen(lnx)dx = 4z (senlnz —coslnz) + C

oz e** (b sen bx + a cos bx)
21, f e*cosbx dr = ( T +C .
ax _ e (asenbx — b cos bx)
28, f e“senbx dx = P + C
. a® dx _ (a* * 2% = x? _ J dx f 2 dx .
29. (a) Poniendo @z BCET dr = @Eay T @z Y aplicando el

resultado del Problema 10 (@) deducir la férmula de reduccion (A).

()] Poniendof (e*xa)"dx = a® f (@)™ 'dx * f z(a® = x)™~'dx y aplicando el resultado

del Problema 10 () deducir la formula de reduccion (B).

30. Deducir las férmulas de reduccion (C)-(J).
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dx _ (5 — 8z%) 3 142 x
31. f A=y — + ‘ —

da _ B
+C 32 f—(4+z,)m = Wt + C

33. I (4—=)%dx = }x(10—2*) V4—2® + 6 arcsen jx + C
dz _ 1 r(32*—~80) , 3 x—4
. f(x‘—lG)’ - 2043{(x=—16)= tgl x+4{}+ ¢

35. f(x’—-l)"'”dx = Fpx(8x*—262"+33)Val—1 — S Injz+Vz*—1] + C

8l—= T 16 |1

36. fsen“xdx = fx — Jsenzcosxr — }senzcosxy + C
37. f coszdr = [h(3cos'z+ 4cos’x+8B)senz + C
38, f senz cos’z dx = —1 cos’z (sen*zx + %) + C
39. f senfx cos’x dx = L1 sen®x (cos'z + 4 cos’z + &)Y+ C
Otro procedimiento \itil en los casos mis complejos y laboriosos de esta seccifn, resulta al considerar que en (ver
Problema 9)
(i) f e dx = Jx’e’* — 8x%e’ + Juwe* — g+ C

los términos del segundo miembro, sin tener en cuenta los coeficientes, se obtienen al derivar sucesivamente el inte-
grando x3?*. Asi pues,

(if) I xe¥ dx = Ax¥%e®™ 4 Bx'e** 4+ Dxe** + Ee¥* 4+ C

y derivando
x%e® = 24x%%* + (34 + 2B)x%e* + (2B + 2D)xe* + (D + 2E)e*

Identificando coeficientes, tendremos
2A=1, 344+2B=0, 2B+2D =0, D+2E=0

Dedonde A = ¢, B = —-%A =—4, D= —B =}, E=—}D = —}. Sustituyendo A4, B, D, E en (ii), obtenemos (i).
Este método se puede aplicar en el cdlculo de j S(x) dx siempre que al derivar repetidamente f(x) se obtenga un
nimero finito de términos diferentes,
40. Calcular J e¥cos 3x dx = Y/e**(3sen 3x + 2cos 3x) + C haciendo
I e¥*cos3xdx = Ae*™senldx + Be*cosix+ C
41. Calcular I e¥*(2sendx — 5cos 4x) dx = /5 e**(—14 sen 4x — 23 cos 4x) + C haciendo
I e(2sendx —5cosdx)dx = Ae**sendx + Be**cosdx + C

42. Calcular I sen 3x cos 2x dx = —1/4(2 sen 3x sen 2x + 3 cos 3xcos 2x) + C haciendo

J.senchosz.xdx = Asen 3xsen 2x + Bcos 3x cos 2x
+ Dcos3xsen2x + Esen 3xcos2x + C

=
43. Calcular J- e¥x*sen x dx = ;—50 [25x*(3sen x —cos x) — 10x(4sen x — 3 cos x) + 9senx —13cos x] + C





