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Chuyén Dé: CUC TRI

Phin 1:

CUC TRI TRONG PAI SO:
Mt s6 dang todn thwong gap:

VY Dang I: dua vé dang binh phirong
I. Phwong phdp gidi:
Dua vé dang ‘ L
A?>0, hodc A°+ ¢> ¢ (vl ¢ 1a hang sb) d4u bang xay ra khi A=0
Il. Mot soé bai tap vi du:
Vidul:
Tim gié tri 16n nhit cia P = x/;(l—\/;)
Loi gidi:

P=x/;(1—\/;):—x+ x:—(\/_—%j2+

D?mg thirc xay ra khi Jx :% vVa x=—

Do d6 gid trj 16n nhat cia P 1 % dat khi x :%
Vi du 2:

Tim gia tri cia x dé biéu thirc c6 gia tri 16n nhat

1
x2—2x/§x+5

Loi giai:
Ta co:

e —2\/§x+5=(x—\/§)2 +3>3

1 1
= — < —
x?—22x+5" 3

Do o, khi x =2 thi biéu thirc ———— ¢6 gid trj 6n nhét 1a
x> —2J2x+5 3
Vidu3: , q
V61 x,y khong am; tim gié tri nhé nhat cta biéu thic:

P=x-2{xy +3y—2\/;+2004,5
Loi gidi:
Dit Vx =a,\Jy =b V6l a,b>0 ta co:



P=a’-2ab+3b*-2a+2004,5
=a’-2(b+1)a+3b>+2004,5
=a*-2(b+1)a+(b+1)" +2b* —2b+2003,5

=(a-b-1) +2(b2 —b+%j+2003,5—%

2
=(a-b-1) +2(b—%) +2003 > 2003

1 2
Vi (a—b—l)zzové(b ‘5} = 0Va,b
a=b+1 a=é
2
P=2003 < S
p=L p=L
2 2

Vay P dat gia tri nho nhat 1a 2003 khi Jx 23 va 4y :% hay x:%Vé % :%
II1. Bai tap tw gidi:

1) Tim gia tri 1én nhat cta biéu thirc: P=2-5x> - y* —4xy+2x

2) Tim gid tri nho nhét cia f(x,y)=x"—2xy+6y’ —12x +45

3) Cho hai s6 x,y thoa mén dang thic: 8x* + 3 +4—12 =4
X
Xac dinh X,y dé tich xy dat gia tri nho nhé:[ ,
4) Cho a la s6 ¢0 dinh, con x, y 1a nhiing s0 bién thién. Hay tim gia tri nho
nhit cua biéu thire: A = (x— 2y + 1)° + 2x + ay +5)°

Huéng dan gidl va ddp sé:

1)Max P = 3 khi (x,y) = (1, -2)
2)f(x,y):(x—y—6)2 +5y°49>9
3) Thém 4xy +4x* vao 2 vé

Két qua: xy dat GTNN I —%khi x:i% o

4) A>0khia # -4, A:% khi a = -4



VY  Dang 2: sir dung mién gid tri ciia ham sé
1. Phwong phdp gidi:
Cho y = f(x) xéc dinh trén D
¥, € /(D) < phuong trinh y, = f(x)c6 nghiém < a <y, <b

Khi d6 min y =a, max y=b

II. Mt sé bai tip vi du:
Vidu I:

Tim Max va Min cua: y =— 1
x°+

Loi giai:
Téap xéc dinh D =R = y,1a mdt gia tri cia ham so
< phuong trinh y, :ZL1 co 1 nghiém xeR
X'+
< phuong trinh x*y, + y, = x ¢6 nghiém xeR

< phuong trinh  x”y, —x+y, =0c6 nghiém xR

< A20
o 1-4y2 20
&y <4
1 1
& ——<y<—
2772
N 1 1
VayMiny = ——, Maxy =—
2 2
Vidu 2:
Xac dinh cac tham s a, b sao cho ham sé y = aé”; dat gid tri 16n nhat bang
X'+

4, gia tri nho nhat bang —1
Loi giai:
Tap xac dinh D=R

VT A \ +b .
¥, la mot gid tri cua ham s60 < phuong trinh y, = ai(—l c6 nghiém xeR
X'+
< phuong trinh y,x* —ax+y, —b=0 cd nghiém xeR (1)

e Néu ¥ =0 thi (1) © ax = -b c6 nghiém

a=0
e Néu ¥ #0 thi (1) c6 nghiém < A20
< a2_4(yo_b)y020



< —4y, +4by,+a’> =0
Theo dé Yo dat gia tri lon nhét 1a 4, gia tri nho nhét 1a —1 nén phuong
trinh —4¥," +4by, +a’ phal ¢6 nghiém 1a —1 va 4 (do -1.4 = -4 < 0)

=—4 a=%4

Theo dinh 1y Viet ta co : =

Vayvola=4,b=3hoaca=-4,b=3thiminy=-1, max y=4

Vidu 3:
3
12x(x—a)}4
x> +36

Loi giai: Ham s6 da cho x4c dinh khi x(x—a)>0
it Z{L’“;;)} (1) thi y=4Z, 220
+

Tim gid tri 16n nhat ctia ham sd : y = [

2
X

z, la mot gid tri cua ham s6 (1) < phuong trinh z, :% c6 nghiém
hay phuong trinh (12-z,)x* —12ax -36z, = 0 ¢
nghiém (2)
o 2z, =12:(2) & ax=-36 c6 nghiém khi a#0
o z,#12 :(2) cOnghiém < A=36a’+36z,(12—2z,)>0
oal +12z, —202 >0
<z, -12z,—a’ <0

& 6-Va'+36<z,<6+a’ +36

Vi z,>0nén 0<z, <6+ a”+36

Viy max z=6++a’+36; max y =‘\‘/(6+\/a2 +36)

IIl. Bai tap tw gidi:

2 —
1) Tim gia tri 16n nhat, nho nhat cua bi€u thuc: y = —xz 2x+2
X" +2x+2
C3Wx+3+41-x+1

2) Tim gi4 trj 16n nhat, nhé nhit cua biéu thic: y =
) st Y a3+ l—x +1

3) Tim gia tri nho nhat ciia ham s6 : f(x)=x+‘/x2+l,x>0
x

Huéne dén gidl va ddp s6:




1) Max y=3+2v2,Min y=3-22
2) Pk: -3<x<1

2

Pt Vii3 =22 JTrx =270 val t=tg2e[0;1]
1+1¢ 1+1¢ 2
, 7t +12¢+9
Taco y=——F——
-5t +16+7

Maxyy:% khi x = -3; min y=%khix=1

. L Vo =X+ fx2+l &
3)Tim nghiém cua hé x

x>0 2y, =y, x+1=0

0<x <y, (1)

2)

Diéu kién dé (2) c6 nghiém 14 y, >2
Ap dung Vi-et ta chirg minh duge x, < x, < y,
Vay min f(x) =2 vol x >0

VY  Dang 3: Sir dung mét sé bdt dang thirc quen thuéc

> Bit diing thirc Cauchy
1. Kién thirc can nam:
e Chohaisoa,b > 0,tacou:

a+b2m

2
Dau “="xdyrakhi < a=b
e Chonsoaj,ay,...,a,>0,taco:
a+a,+.+a,
>14la,a,..a,
n
Dau “="xdyra < a;=a,=...=a,

IL. Mot s6 bai tap vi du: ,
o Bién phap 1: Ap dung bat dang thurc truec tiép.
Vidu l:

Cho x >0 ; y > 0 thoa man diéu kién ! + 1.1 . Tim gia tri nho nhat cta biéu

x oy
thitc A = vx +4/y

Loi giai:




1 1
Vix>0;y>0nén; >0; —>0; «/;>0; ¥ >0 theo bdt Cauchy cé:
Yy

Van dung bdt Cauchy véi hai s6 duong «/; va \/; ta duoc

A=x+y > 2\/\/;.\/;22\/1 =4 (Dau“="xdyra < x=y=4)

Vay min A =4 (khiva chi khix=y=4).

Nhén xét: khong phai luc nao ta ciing c¢6 thé dung truc tiép bdt Cauchy ddi véi
cac s6 trong dé bai. Dudi ddy ta s& nghién ctru mot sd bién phap bién d6i mot biéu
thirc dé c6 thé van dung bdt Cauchy rdi tim cuec tri ciia no.

Bién phap 1 : Pé tim cyec tri ciia mdt biéu thire ta tim cyec tri cta binh phuong biéu
thue do.

Vidu 2:
Tim gi tri 16n nhat ctia biéu thirc : A = /3x—5 ++/7 - 3x.
Loi gidi:
5 7
PKXP: -sx=<—.
3 3

A?=(3x—5)+(7-3x) + 24/(3x—5).(7-3x)
A*<2+4(3x-5+7-3x)=4(ddu“="xayra < 3x—-5=7-3x < x=2).
Vay max A =4 =>max A =2 ( khi va chi khi x = 2).

Nhén xét: Bzéu thirc A dwoc cho duoi dang téng ciia hai can thirc. Hai biéu thirc
lay cdn c6 tong khéong doi (bang 2). Vivdy, néu ta binh phwong biéu thirc A thi sé
xudt hién hang tir la hai lan tich cia can thire. Pén ddy cé thé vin dung bat dang
thiec Cauchy.

o Bi¢n phdp 2: Nhin va chia biéu thirc véi ciing mét sé khdc 0.

Vidu 3:
Vvx—-9
5x

Tim gié tri 16n nhat cta biéu thirc A =

Loi gidi:
PKXPb:x>9



A= \/X—9 _ 3 < 20 3 _ 3 :L
S5x 5x 5x 10x 30

x—9

x=9 . l(x—9+3j ¥-949

(dAu *“ =" xay ra khi va chi khi =3 x=18).

1
Vay max A = 30 ( khi va chi khi x = 18).

. s x-9
Nhan xét: Trong cdch giai trén, x — 9 duoc biéu dién thanh T.3 va khi van

+3=lx co
3

-9 ) _
dung bdt Cauchy, tich %.3 dwoc lam trgi tro thanh tong al

dang kx co thé rut gon cho x 6 mau, két qua la mot hang so. Con so 3 tim duoc
bang cach lay can bdc hai cua 9, so 9co trong bai.

Bién phdp 3: Bién déi biéu thire di cho thanh téng ciia cdc biéu thirc sao cho tich
cua chung la mot hang so.
1. Tach mot hang tw thanh tong cua nhiéu hang tir bang nhau.

Vidud:
. : 3x* +16
Cho x > 0, tim gia tri nho nhat cta biu thirc : A = x_}
X

Loi giai:

A=3x+ ¥=x+x+x+¥24.41/x.x.x.¥
X X X

A>42=8(ddu* =" xdy ra khi va chi khi x =2 < x =2

3
X
Vay min A = 8 ( khi va chi khi x = 2).

Nhan xét: Hai sé dwong 3x va — c6 tich khéng phdi la mét hang sé.Muén khir

3x
diege x° thi phdi ¢6 x° = x.x.x do d6 ta phdi biéu dién 3x = x + x + x roi diing bdt
Cauchy voi 4 so6 duong.

2. Tach mot hang i chira bién thanh téng cua mot hdng 56 v&i mot hang ti
chura bién sao cho hang twr nay la nghich dao cua hang tur khac co trong
biéu thirc da cho ( co thé sai khac mot hang so).

Vidu5:
Cho 0 <x <2, tim gia tri nho nhat cua biéu thuc A = 29x 2
—X X



N .

Loi gidi:

A= ox +2_x+1
2—Xx X
A2 2 27X 094127
2—x X
A , 9x 2—x 1
(dau “="xay ra < = S X=-).
2—x X 2

Vay min A =7 ( khi va chi khi xzé).

o Bién phdap 4: Thém mot hang tir vao biéu thirc da cho.
Vidu 6:
Cho ba s6 duong x, y, z thoa man diéu kién x + y + z= 2. Tim gi4 tri nhé nhat cta
biéu thirc
2 2 2

X y z
P= + + .
y+z z+x x+y
Loi gidi:
, . . x’ y+z
Ap dung bdt Cauchy do6i vdi hai s6 duong va ta duoc:
y+z
2 2
SHEPAE I Y A AL
y+z 4 y+z 4 2
Tuong tu:
2
+
24 + i =y
zZ+Xx 4
2
z Xty
x+y 4

2 2 2

. +y+

Vay AEE A A ZZx+y+z
y+z z+x x+y 2

£ 2
P Z(}C-{-y—i—z)—%zl (dﬁu“z”xéyra <:>x=y:z:§).

IIl. Bai tap tw gidi:

1) Cho x +y =15, tim gia tri nho nhét, gia tri 16n nhit cua biéu thirc:
B=x—4+ \/ y=3

2) Chox,y,z =20 thoa man didukibnx +y +z=a.

Tim gia tri 16n nhat ctia biéu thirc A = xy + yz + xz.

Tim gi4 tri nho nht cua bidu thue B = x> + y* + 2%,




3) Cho X, y, z 14 cac s6 duong thoé m'Zln diéu kién x +y +z > 12. Tim gi4 tri

nhé nhét cta bidu thic P= =+ L + 2

5EE

4) Cho a, b, ¢ 1a cac s6 duong thoa man diéu kién a+ b + ¢ = 1. Tim gia tri

(1+a)1+b)1+c)

(1-a)1-b)(1-c)

5) Cho x, y thoa mén diéu kién x + y =1 va x > 0. Tim gia tri 16n nhat cta
biéu thirc B = x%y".

nho nhét cua biéu thic A =

6) Tim gi4 tri nho nhat cia A = A A X, vy, z 1a cac s6 duong va:
z X
a) x+y+z=1 b) x> +y*+2° =1
7) Tim gia tri 16n nhat cia 4 = ! + ! + ! voia, b, cla

, @+ +1 P+ +1 S +a +1
cac s0 duong va abc = 1. ’
8)Tim gia tri nho nhat, gia tri 1dn nhat cia
A=x+y+z+xy+yz+zx biétring x*+)* +z° =3.
9) Tim gia trj nho nhit cia 4 =3"+3" véix +y=4.
10) Tim gia tri nhé nhat cia 4= x* —4x+1

Huéng ddn gidi va dap so:
1.

DKXb:x>4,y>3
B > /8 = min B = /8 (khi va chi khix =4, y=11 hodc x = 12, y = 3). max B* =
16 nén max B =4 (khivachi khix=8,y=7).
2

a.Xy +yz+xz < x? +y* + Z* (4p dung bdt Cauchy cho 2 sd, rdi cong lai theo
vE).

Suyra:3(xy +yz+xz) < (x+y+z)

Hay 3A < a’
b.B=X2+y2+22=(x+y+z)2—2(x+y+z)
B=a’-2A

B min < A max.

3.

pr_ X y_+_2 20y 293z 2zx
y NEEAN RN
Ap dung bdt Cauchy cho 4 sb duong:

x\/_ \/_ x*x’yz
L

Con lai: tuong tu
Cong vé voi vé lai, ta dugc PP >4(x +y+2z)— (x +y+2) =3(x + y+ 2)

=4x.

9



P’>3.12=36

Min P =6.(khivachikhix=y=z=4).

4.
atb+tc=1=>1-a=b+c>0.Tuongty1-b>0,1-c>0.

Co:l+a=1+(1-b-c)=(1-b)+(1—-c)>2(1-bfl1-c)

Suy ra (1 +a)(1 +b)(1 +¢)> 8(1—a) (1-b)(1-c)

A>8
Vay min A = 8.
5. Néuy <0thiB < 0.
Néu y > 0 thi
2.3

1=x+y=£+£+X+X+22515/Q:>x2y3ﬁﬁ

2 2 3 3 3 108 3125

108
hay B < —

3125
SuyramaxB=ﬁ.

3125

6' 14 2
Theo bat dang thuc Co-si
Vs 2.222)/ tuongtu£+z—xZZz ; 250
z X z X X oy y oz

Suyra 2A>2(x+y+z)=2;min A =1 vdi xzy:z=§

b)Taco A2=22 Y2 42X 19

Hay chimg to A* >3.
MinA:\/gVéiX:y:Z:g.
7.
Dé chimg minh o’ +b° > ab(a+b) voia>0,b>0. Do do:
a3+b3+12ab(a+b)+abc:ab(a+b+c).
A< 1 N 1 N 1 _ a+b+c _
ab(a+b+c) bce(a+b+c) cala+b+c) abc(a+b+c)
maxAd=l<a=b=c=1

8.
o Tim gia trj 16n nhét:
Ap dung bét dang thire (x+ y+ 2)2 < 3(x2 +y*+2° ) Jta duoc (x+y+ 2)2 <9 nén

10



x+y+z<3 (1)
Ta c6 bat dang thirc xy + yz +zx < x> + > +z> ma x> +y*> +z> <3 nén
xXy+yz+zx<3 (2)
To(l)va(2)suyra 4<6.Tacd maxA=6=>x=y=z=1.
o Tim gi4 trj nho nhét : Pat x + y + z=m thi
m2=x2+y2+zz+2(xy+yz+zx):3+2(xy+yz+zx)
2 2

.Taco A=m+ nén

Do d6 xy+yz+xz =

24=m*+2m-3=(m+1)" —4>—4.

= A>-2.
) x+y+z=1 ,
mind =-2<4 ., ,changhanx=-1,y=-1,z=1.
X +y +z° =3
9.
A=3"+3" 2233 =243 =24/3"
10.

Tacod x<|x| (xdy ra ddu bang khi va chi khi x>0 ) nén —4x > —4|x|. Do d6
Az xt —4x|+1.
Ap dung bat dang thirc c6si vai bon s6 khong am

¥ 141412 4 =4l = 2 -4+ 122,

mnd=-2<x'=1vax>0<x=1.

» Bt ding thirc Bunhiacopski:

I. Kién thirc can nim:

e Choa,b,c,dtuyy,taco

(a’ + b?)(c*+ d*) > (ac + bd)’

Déu bing x4y ra khi: ad = bc.

e Choay,...,a,vaby,...,b,tuyy, taco:

(@ +...+a )b +...+ b)) >(ab +... +a.b,)

2

Déu bing x4y ra khi: R
bl bn
II. Mt sé bai tap vi du:
Vidu I:
Tim gid tr 16n nhit cia : P= 3Jx—1+4/5—-x
Loi gidi:

PKXD:1<x <5
Ap dung bdt Bunhiacopski co:

11



p> < (32+42)(x—1+5 x)—IOO

Suy ra max P = 10 khi > '54_x<:>x=§—;.

Vidu 2:

Choa,b,c>0. Timmin P = >a 4b 3¢

+ + :
b+c c+a a+b

S L AP +3—(5+4+3):(a+b+c{ L S J—(5+4+3)

b+c a+c a+b b+c a+c a+b

[(a+b)+ (b+c)+(c+a)1( > 43 j—(5+4+3)

b+c a+c a+b

||—¢ [\)|>—A

(\/_ 544+ \/_) —(5+4+3) ( theo bdt Bunhiacopski).

b+c a+c a+b

5 B

Vady min P = 5(ﬁ+ﬁ+ﬁ)2 ~(5+4+3) khi va chi khi

Tong qudat:
Cho a, b, ¢ > 0. Chung minh rang:
a b 2 C 1, 2 2
X"+ + z-2\xy+yz+xz)-—\x"+y +z7).
b+c afcy a+b (% r ) 2( Y )
(cong vio vé trdai (X + y° +2°) roi triv di (x° + 7 +2°), sau d6 ap dung bdt
Bunhicopski).

Vidu3:

Cho a, b, ¢ > 0. Tim min P = 43¢, ¢*3b 4b

a+b b+c c+a

P::[a+3c j (c+3a+2j+[4% +6J_10
a+b b+c c+a
_ [3a+2b+3cJ (2b+3c+3aj+(4b+6c+6aJ_10
a+b b+c

ae)
|

ct+a

P=(3a+2b+3c)( 1 + 1 + 2 j—lO
a+b b+c c+a

P=[(a+b)+(b+c)+2(a+c)}( L, 1,2 j—102(1+1+x/5.x/§)2—10=6

a+b b+c c+a
Vay min P = 6 khi va chi khi (a + b)>*=(b+c¢)*=(c+a)* haya=b=c.
Co so:

12



Chon a, g,y sao cho:
a+3c+a(a+b)=c+3a+pb+c)=4b+y(c+a)=mQBa+2b+3c).
Todosuyraa=p=2,y=6m=2.

IIl. Bai tap tw gidi: )
1. Cho a, b, ¢ > 0. Tim gia tri nho nhat cua:
3b+9cJr 8a+4b+ a+5b

a) P= .
a+b b+c c+a
b) Q=b+3c+4a+2b+a+5b.
a+b b+c c+a
a+3c 4b 8¢
c)

a+2b+c a+b+2c a+b+3c
2. Tim gia tri nho nhét, gia tri 16n nhat cia 4 = x* + )*
TR v 2
biét ring x’ (x2 +2y° —3)+(y2 —2) =1.
3. Tim gié tri nho nhat cua :
a’ b’ c? .
A= + + voi a, b, ¢ 1a cac so duong vaa+b + ¢ =6.
b+c c+a a+b

1
+— voi0<x<2.
2—-x X

4. Tim gia trj nho nhét cua 4 =

5.Choa,b,c>0vaabc=1
1 1 1

a3(b+c)+b3(a+c)+c3(a+b)

Tim gia trj nho nhat cia A4 =

Hudng dan gid va ddp so:

1. Cauavacaub lam tuong tu vi du 3

Cau c khong thé 1am nhu vi du 3 duoc, ta lam nhu sau:
bata+2b+c=x

atb+2c=y
atb+3c=z
trdosuyrac=z—-y;b=x+y—-2y;a=5y—-x -3z
Kkhi d6 R = 2y—x+4x+4z—8y+82—8y:2_y_1+ﬂ+£_8_8+8_y.
X y z X y y z

ROi 4p dung bdt ta tim duwoc min R.
2. ,
Tur gia thiet suy ra
(x2 erz)2 —4(x2 er2)4r3>:—x2 <0.
Dodé 4> —44+3<0<(4-1)(4-3)<0<1<4<3,
mnAdA=1<x=0,y==I.
maXA:3<:>x:0,y=i\/§.

13



Ap dung bét dang thirc Bunhiacopki cho 3 cip s6
Ta co

HT] (L] [ﬁj}[(w)—) (e +(Jars)

a’ b? 2
+ + 2 a+b+c)|z(a+b+c
[bJrc a+c a+bj[ )] ( )
a’ b? c’ a+b+c
= >

a+b 2

+ +
b+c a+c

Suy ra min A = 3.

4.

Ap dung bét dang thirc Bunhiacopski

(a2+b2)(m +n) (am+bn)
Ta co:

24( Zf)j{ jﬂ[( z)(I)HW\FJ

:>2A2(x/§+1)2 —3+242.

2 1
min2A=3+2\/§<:>ﬂ:l 2 %©2x2:x2—4x+4
-X X ( ) X

o3t +4x+4=8s (x+2)

N—"

=8< x=2v2-2 (chayx>0).
Vay minA:%+2x/§<:>x:2\/_ 2
5.

Data——b—l l
z

X y
>0
thi %)z
xyz =1
2 2 2
Khido 4=+ %

y+z z4+x x+y

Ap dung bt dang thirc Bunhiacopski, bién ddi tuong dwong ta dugc

A> (?CJFJH'Z)2 _X+y+z
_(y+z)+(z+x)+(x+y) 2
Mat khac theo BDT cositacd: x+y+z2>33xyz =3
Vay

14



X _y _zZ

; y+z z4+x X+
minA:5c> X=y=z

xyz =1

Sx=y=z=l<a=b=c.

»  Bit ding thirc Bernoulli
I. Kién thivc cdn nim

@Sy
x“2l-a+ax ()
(x=1,x>0)
Dau “ =" xay ra khi x =1

II. Mot s bai tip vi du:
Vidul:
Cho x, y > 0 sao cho x +y = 1. Tim gi4 tri nh6 nht :
a.P=x"+ y2
b.Q=x"+y
Loi gidi:
a.
Ap dung bdt Bernoulli ta co:
(2x)*>1-2+2(2x)
Q2y)>1-2+2(Qy)
Cong vé theo vé:
4P>-2+4(xty)=2
1

P>—.
2

N | —

Vay min P = % khi va chi khix = y =

b.
Ap dung bdt Bernoulli ta co:
(2x)°>1-5+ 5(2x)
2y’ =1-5+5Q2y)
Cong vé theo vé ta co:
32Q>-8+10(x ty)=2
1

>
Q> 16
Vaf?yminQ= %.Khivéchix=y= %
Tong qudt:
S=x"+y", m>1voix+y=1.

15



* Theo (1), voimoia > >0, ta co:

f1-% %y (1)
B p
1
Datt=x" ot/ =x
1) <

tr>1-24 % ()
B

’

Dadu “="xdy ra khit = 1.

Vidu 2:

10 10

Chox,y>0,saochox’+y =1. TimminP= x3 +y3 .
Loi giai:
Theo (2), ta co:

9
10
:({/5)7P2—2+m2( 34y =2
1
VayP> —
T
. 1 . . 1
Haymin P= — khivachikhix=y= —
S T

* Tir (2) thay t boi ti . ta duoc:

0

1> (l—ﬁ}g + 215 (3)
B B

DAu “=> xdy rakhit=t, voity la diém dat gia tri nho nhat.
Bai todn:

Cho ax” +b.y” =1.(a > B;a,b,c,d >0)

Timmin P = cx” +d.p“

16



Pit %/Zx =X
%/Ey =Y
Bai toan tr¢ thanh : Cho m.x” +n.y”=p (m,n > 0)
Tim min A = x“ + y“
Loi giai:
Theo bdt (3), ta co:

a a
x” Z(l——]xg +ng F x”

)it
(24 a (24 a a—
y Z(l_zjyo +Eyo ﬁ-yﬂ

Cong lai: A > (1—%}(%" +yg‘)+%(xgﬂ.xﬁ +yg*ﬂ,yﬁ)

Chon (xg , yo) thoda man:

mx”? +ny’=p
o onwt
m n .

a-p

Khido: A>|1-Z |(xg +ye )+ £ 20—

B pm

a-p

Viay min A = (1—%j(xg+yg)+%.x‘;n .p khi va chi khi x = x, y = yo.

V Dang 4: Ap dung bat ding thirc trong tam gidc va phuong phdp toa dé, vecto.

I. Phwong phdp giai: i 7
Vi 3 diém A, B, C, bat ki trong mat phang ta c6: 4B+ BC 2 AC (dang
thirc khi B nam gitra A va C).

e Vi hai véc to bat ki a va b ta co:

a+b|<[a|+[B|. ang thic khi @ va b cing huéng (1)

e Néu le(al,az) va la)z(b1 +b,)

(1) & (@ th) +(a+h) <o’ +a +b +b,

17



“= ]Zbl (keR)

a, =K.0,

Piang thirc xay ra khi {
Dang toan tim gi4 trj 16n nhit cua ham sb:

2 2 2 2 voi a:b=0
y=\/f (x)+a +\/g (x)+0" véi {f(x)ig(x):k(kER)

Str dung bat dang thirc tam gidc: gia st f(x)-g(x)=k.
Trong mit phang Oxy xét diém: M ( f(x),

a|):OM:Jf2(x)+a2 va
N(g(x),—|b|)= ON = Je(x)? +b* .

Ta c6: MN = | £(x) - g(0)" +(a| +[p)> = /K> +(|a] +]8])" -
Vi OM+ON2MN < y2 k> +(a|+[b]) .

Ding thtre xdy ra khi M, N, O thang hang < |a|./(x) +[b].g(x)=0.

Vay Min y = k> +(ja| +|b])” .
II. Mot s6 bai tdp vi du:
Vidu l:
Tim gié tri nho nhit cia biéu thic 4=+a’ +a+1+va’—a+1,LVaeR.
Loi gidi:
Dé thay bi€u thirc khong thay doi khi thay a bdi —a, do do chi can giai vo1 a>0.

e Khia=0:4=2. A
AM:MB:A—2B=1
e Khia>0:Xét AABC co: {CM =a M
ac="
3 B C

Theo dinh 1i ham cosi:

AC? =1+a* —2.1.a.cos£:a2+l—a.

= AC =~a* —a+1.
Tuong tu BC=+a’ +a+1, AB=2.

Khi d6: AC+BC>AB=a* +a+1+\a’ —a+122< 4>2.
Pang thtrc xay xay ra khi a =0. Vay Mind =2 khi a =0.

Vidu 2:
Tim gi4 tri nho nhit cua: y = \/x2 —2px+2p° +\/x2 —2gx+2q°.

Loi gidi:

18



Ta co: y=\/(x—p)2+p2\/(x—6])2+qz-
Xétdiém  M(x—p,|p);N(x-q.q)).

Ta co: MN:\/(p—q)2 +(|p +|q|)2.
Vi OM+ON2MN & y>/(p-q) +(p|+|g)*.

= Min y =\/(p-q)* +(p|+|g)*.

Khi M,N,Othang hang <:>|q|(x—p)+|q|(x—q)=0<:>xzw.
P|t|q

Vidu 3:

Tim gi4 tri nho nhat cta: y =+/cos’ x—2.cosx+5 ++/cos® x +4.cos x +8.

Loi giai: i i

Trong mat phang Oxy, xét di€ém YA

M (2;1-cosx); N(4,3)
Ta c6: MN =(2,2+cosx) nhu vy y = OM + MN.
Do 0<1-cosx<2 nén ME[AB] vo1 A(2,0) va

s
1

______ B
B(2,2). = :
Taco: OM +MN = ON =4 +3% =5, M
Diang thirc xay ra khi O,M,N thang hang 7 =
Pt

< 6-4.(1-cosx)=0

<:>cosx=—%<:>x=i2?ﬂ+2k7z.

Vay Min y =5 khi xziz?ﬂ+2k7r.

Vidu4:
a’+c’ =1 (1)

Cho 3 sb thuc a, b, ¢ thoa mén hé sau
b* +2b(a+c)=6 (2)

Tim gi4 tri nho nhit cua M =b(c—a).
Loi giai:
Tur gia thiét ta co: 2a* +2¢* +b* +2ab+2bc =8

& (a+%)2 +(%+c)2 =4
Do (1) & (2¢)’ +(-2a)* = 4

Xét }(a+§;§+c);}(2c; —2a)

19



Ta co: ‘x‘ =2,

y‘:Z, ;c.;:b.(c—a).

Ma x.y < ‘xH;‘ cung hudng:

a+é é_’_c b-(a+c):_2
—:2—<:>b.(a+c):—2.(a2+cz):> a’+c’ =1
2c —2c b 10
(do (1) va (2))
b=+10
a+c=———
V10
a’+c’ =1 3 1
= aabac = __7\/E7_ 5 _,_\/E,__
Y T e TR T A T T L

2
a+c=——
Jio

a’+c* =1

= Max M =b(c—a) =4 khi (a,b,c) nhu trén.

II1. Bai tap tw gidi:

1)Tim gié tri 16n nhat va gia tri nho nhat cia ham sd

y=~/1+sin* x ++/cos* x +2cos? x +2

2)Tim gia tri nho nhat ciia ham so: y=+x? —x+1+x> =Bx+1

3)Tim gi4 trji 16n nhit va gia tri nho nhit cua ham sb:

x4 y4 x2 yZ
y:(—4+—4 -2 —2+—2 -1
Yy X Y X

4)Tim gi4 tri nho nhat cia ham so:

f(x)=+2x° —2x+1+\/2x2 +(\/§+1)x+1+\/2x2 ~(V3-1)x+1

~ , A
Huwong dan gia va dap so: Y
2 N
1. P
i
, 2 \? 2 \? <o
Ta co: y:\/l+(l—cos x) +\/1+(1+cos x) 1 <
B.f
/f 4
s AM
o A R
0, 1 2 X

20



Xét diém M(1, 1-cos’x), N(2, 2) tacé:  MN =(1,1+cos” x)
Ta co: y=0M + MN
Véi M thudc doan [AB] véi A(1, 0) va B(1, 1)
Ta co miny = ON = /22 +2? =22
Dau “=" xdy ra khi O, M, N thang hang
2—2(1—coszx):0 &cos’x=0
Va maxy=O0A + AN = 1+ V1+2> =1++/5
Dau “=" xay ra khi M tring v6i A < cos’ x =1

2.
Ta co:
x—— + + —ﬁ 2+—
r= 2
Xétdibm M| x—— 2 va N —ﬁ ——
2’ 2 2’

Hai diém M, N nim hai bén Ox. Tacé: y=OM + ON > MN

SR

miny = 2(§+l :\/5
4 4
Dau “=" xay ra khi M, O, N thang hang:
1( 1} V33
—|x—=|-——|x—|=0
2 2 2 2

x(\/§+1)=2<:>x=\/§—1

ham s y(x) tré thanh
flu)=u’-2u-3

 f(u)

phéc hoa d6 thi ham f(u) trong mién [2;+)ta thu

duoc két qua: .
max f(u) khong ton tai
min f(u) = f(2) =-3

21
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Viy: max y(x) khong ton tai

2 2
XY
y X

min y(x) = -3 dat dugc khi

2
= x_z = 1= moi diém (x; y) thudc 2 duong phin gidc y =x va y = -x
y
(trir goc O(0; 0))
4.
Ham s6 f(x) c6 thé viét lai dudi dang:

F(x) =A@+ (1) +\/[x+§]2 +(x+%j2 +\/(x—?]2 +(x+%j2 ()

Xét trén mit phang toa do cac diém

A(O,l),B(_g,_%}c(_%j

Va diém M(x,x) nam trén duong phan giac thu nhit.

Dé thay ABC la tam giac déu, voi tam 1a géc toa do. Theo cong thu tinh
khoang cach giira hai diém trén mit phane toa dé. ta c6 vé phai ca (1) chinh 13
MA + MB + MC. ey
114

M (xy)

|

1,

£
/ N+
C

B dé&: Néu ABC la tam giac déu, thi voi moi diém M ctia mit phiang tam giac, ta
luén c6 MA + MB + MC > OA + OB + OC, trong d6 O la tam tam giac déu.

Chirng minh:

Néu M 1a diém trong tam gidc. Xét phép quay R(A,60°), khi d6
M—>M B
B—>C
C->C
A—> A

= MC=M’C’, MA = MM’

VayMA + MB+MC=MM +MB+MC > BC A

Mait khac néu goi O 13 tAm tam giac déu ABC thi M’

OA + OB + OC = BC’
= MA +MB + MC > OA + OB + OC

22
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Néu M ¢ ngoai tam giac, ching minh twong tu.
Theo b6 dé ta co
f(x) >3 (do OA=0B=0C)
Vay min f(x) = 3.

VY Dang 5 :Phuong phép sir dung do thi ham so:
1. Phuong phap gidi:
Phuong phép nay thudng ding dé tim cyc tri ctia cac ham sé sau:
2. Cac ham sb qui vé tam thirc bac hai.
3. Céc ham sb chtra ddu gia tri tuyét doi.
4. Cac bai toan chuyén duoc thanh toan hinh hoc bang cach dung cong thirc
d6 dai doan thang: 4B = \/(XA —x,) '+ (v, —vs) .
Day la cac bai toan ma trong d6 f(x) cho dudi dang can bac hai ma lam
duéi can biéu dién duoc thanh do dai mot doan thang nao d6. Pay 13 wu
thé ctia phuong phap dd thi.
5. Cac ham sd u(x,y) v6i x,y thoa man trude diéu kién.
I1. Mt s bai tip vi du:

ViduI:
Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat cua cac ham so sau:
I+x,, I+x
a)y(x)=(—=)" +3.(

&

b)y(x) =E.(2+sin x).(b—sin x). va
Loi giai: W
y 1+x BN yu), 11f--2
a)bat u = \/_ =/x+ \/_ >2. l !
Ham y(x) trd thanh: y(u) =u’ +3u +1.
Theo dd thi ham y(u) trén [2;+0).
Ta dugc max y(u) = khong co. ‘
miny(u)=y(2)=11. ’

I ow
T
L 4

b)Pat u =sinx=>-1<u<1.
Ham y(x) thanh y(u):%.(2+u).(b—u).

Dua vao d6 thi ta c6 két qua:
max y(u)=y()=1

min () = y(-1) =

23



Vidu 2:

Tim gi4 tri nho nhit cta: y = x++/(x> —1)*.

Loi gidi:

Tao co y:x+‘x2—1‘.

_ >1.

x+x' =1 Khi ¥ —120e|" "
x<-1.

_x+1—x2 Khi x*-1<0< -1<x<1.

r o Khi x<-1 hodac x>1.

x +x-1

=y= P
_—x2+x+1 Khi -1<x<1.

Goi y=x"+x-1vd y,=—x"+x+1
» Khi x>1 hoac x<-1. | '
v, Khi -1<x<1.

V& db thi cua y ta thiy min y = y(~1)=—1.

Vidu 3:

Tim gi4 tri 16n nhit va gia tri nho nhit cua: y = x+\/(x2 +6x +9)(x2 + 2x+9) trong

thi y=

3
[~4-3].

N .

Loi gidi: i p

YR
|
[N

—(x+3).(x+1) Khi -3<x<-1.

_____________________

Ta co: y:x+|(x+3)(x+l).| 'H'E
{(x+3),(x+1) Khi x<-3 hogc x>-1. ']

Ta chi xét nhitng gia tri cuia n e [—4;—%}.
w2 +5x+3 Khi 4<x<-3.

Ta dugc y= 5
—x* -3x-3 Khi —SSxS—Z.

V& d6 thi y=x"+5x+3 Khi -4<x<-3. , ‘
y,=-x"-3x-3 Khi -4<x<-3. Nl _____ L [

S S

____________________________________

Dua vao db thi:
3 3
maxy=y,(——)=—-—.
Y=y, 2) 4

miny = y,(-3) =-3.
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II1. Bai tdp twong tu:
1.Tim gi4 tri 16n nhét va gia tri nho nhét clia y =|x—1|+|x—3|-[2x+2| vé6i
-2<x<4.

2.Tim gié tri nho nhit cia: y =~/4x> —12x+13 +v4x> —28x +53.

3.Tim gia tri 16n nhat va nhé nhat ciia ham sd: u = —2x+ y+5 biét x,y thoa:
36x° +16y> =9.

Huwong dan va dép so:

1. V4
Véi 2<x<-1thi y=1-x)+B3-x)—(2x-2)=6.

V61 —-1<x<1 thi y=—4x+2.

V61 1<x<3 thi y=-2x.

V61 3<x<4 thi y=-6.

Ta v& d6 thi clia ham s& y =|x—1|+|x-3|-[2x+2| véi -2<x<4.

Tir d6 thi max y=6< —2<x<-1.
miny =—6<3<x<4.

2.

Ta cO: y=+/(2x—3)* +(0—2)> ++/(2x—7)* +(0—2)’.
Trén mat phfmg toa d0 Oxy, xét

M(2x,0), A(3,2), B(7,2)

nhu vdy y = MA+ MB. X4
A, B nam cung phia so v&i Ox nén lay 2

A'dbi xtng 4 qua Ox.
A'B cat Ox tai H taco: 4'(3,-2)

M/

¥

25

-

y=MA+MB=MA+MB> A'B=(7-3) +(2+2) =42.
.

Ping thtrc xay ra khi

MEH©2x=5®x:%.

Vay min y =4+/2 khi x:%
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3.
Tir diéu kién 36x% +16)* =9 < (6x)* + (4x)* = 3%

1

x=—X
6x=X

bat {4x Yy < ?
Taco X*+Y* =3 (1)
(1) 1a phuong trinh duong tron (C) trong hé truc toa d0 Oxy c6 tam O ban kinh
R=3.

Ham u:—2x+y+5©u:—%X+lY+5.

oY= %X +4(u—5). ta goi phurong trinh nay 1a phuong trinh dudng thang

d duong thang ludn song song véi duong thang ¥ = gX va cit Oy tai
P(0;4(u-95)).
-Ta v& hai duong thang Y, Y, song song voi duong thang Y = %X va tiép xtc

(C).
-Y,,Y, cit Oy lan lugt tai N va M khi d6 maxu la gia tri xdc dinh khi P=N hay
m = 4(naxu —35) trong d6 M (0;m).
Min u xac dinh khi P=N tic1a n=4(minu-5) trong d6 N(0;m) do M dbi
xung N qua O nén m=-u.
-Ké OH LY, lay OH LY, A(3;0),B(3;4),AOAB=AOHM =>m=OM =OB=5.

25

5= 4(maxu—>5) maxu ==,

Khi do { )
-5 =4(minu —5)

miny =—.
4
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Phén 2: CUC TRI TRONG HINH HQC PHANG

VY  _Dang 1: Vin dung quan hé gitta duong xién va duong vuong goc, quan hé gitra duong
xién va hinh chiéu.
1.  Kién thirc can nhg:

A
TacO AH 1d,Aed ,Bed ,Ced, Hed.
a) AB> AH.Dau "=" xdy ra khi < B=H.
b) AB< AC = BH < HC.
] d
B H C

IL. Mot sé bai tdp vi du:

Vidu I:

Cho tam giac ABC(21 =90°). M la diém chuyén dong trén canh BC. V&

MD 1 AB,ME 1 AC(D € AB,E € AC). Xac dinh vi tri ctia diém M dé doan thang DE c6 d6 dai
nhé nhat.

Loi gidi: A

V& AH 1 BC(H € BC) H ¢b dinh va AH khong doi.
Tt gidc AEMD ¢b A=E =D =90° nén AEMD la 2 p  hinh
chir nhat.

Suy ra DE = AM ma AM > AH (khong d6i)

Déau "="xayra < M = H. B M H C
Vidu2:

Cho tam giac ABC.Qua dinh 4 cua tam gidc hay dung

duong thang d cit canh BC sao cho téng cac khoang cach tir Bva tirC dén d co6 gia tri nhod
nhit.

Loi giai:

Goi M la giao diém ctad va canh BC. A

V& BH Ld,CK L D(H;K €d)

SMAB + SMAC = SABC

BH.AM CK.AM
) + > = SABC

BH +CK = Zgi H
AM
BH +CK nho nhat < % nho nhit < AM nho nhit B M K C

Gid st 4B < AC thi trong hai duong xién AM, AC duong xién AC cd hinhq: iéu khong nho
hon, do d6 AM < AC (hang sd)

Diu "=" xayra < M =C.

Vidu 3:
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Cho hinh binh hanh 4BCD.Qua A vé duong thang d khong cat hinh binh hanh. Goi B',C",D'
1an lwot 13 hinh chiéu vudng goc cua cac diém B,C,D trén duong thang d .

Xac dinh vi tri ciia duong thang ¢ dé tong BB'+ CC'+ DD' cb gia tri 16n nhét.

Loi gidi:

Goi O 1a giao diém ciia AC va BD.

O' 1a hinh chiéu vuéng goc ciia O trén d .
DD'1d,BB'1ld

= DD'|| BB'

= DD'BB'la hinh thang.

Ma 00'1d,DD'1d

= 00'||DD' va O la trung diém BD( ABCD la
hinh binh hanh).

Do d6 00'la duong trung binh cua hinh thang

DD'B'B = 00'=2B*PP" _ ppi ppr—200'.

00'1d,CC'Ld= 00'|CC' va O latrung diém AC .(ABCD la hinh binh hanh).
Do d6 00’ 1a duong trung binh cia AACC'
= 00'2%3 CC'=2.00'
Aed va 00'Ld nén00'< 04
Do d6 BB'+CC'+ DD'=4.00'< 4.04 (khong d6i)
Déau "=" xayra < 0"= A < d vudng goc ACtaiAd.
Vidu 4:
Cho nira dudng tron (O;R) duong kinh 4B. M 1a diém trén nira duong tron. Xac dinh vi tri M
dé:
a) Dién tich tam gidc MAB 16n nhat.
b) Chu vi tam gidc MAB 16n nhit.
Loi giai:
V&é MH | AB,H € AB.
a) Syus = MI—;-AB M
= MH R
Tacd MH L AB,O € AB.
Do d6 MH <OM =R |
Nén S,,,, < R* (khong dbi) A g O
Diu "=" xayra < H =0 < M la trung diém 4B
b) AMB =90° ( AMB 1a gdc noi tiép chin nira dudng tron)
AMAB vuong tai M ¢c6 MH 1 AB = MH.AB = MA.MB
AMAB vuong tai M theo dinh 1i Pitago co:
MA® + MB’® = AB* =4R’.
P,,; = MA+MB+ AB, ABkhong d6i

MA

(MA+ MB)* = MA*> + MB* + 2MA.MB
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Do dé P,,, lon nhit < MA+ MB 16n nhat

& (MA+ MB)? 16n nhit < MA.MB16n nhit

< 8,,,; 10n nhat < M 13 trung diém AB (cau a)
Vidu35: ) )
Cho ntra duong tron (0O) duong kinh 4B =2R.K¢ hai ti€p tuyén Ax, By cta ntra dudng tron
(0) va tiép xtc v6i (0) tai diém M cét Ax tai D cit By tai E. Xéc dinh vi tri cua M trén nira
duong tron (O) sao cho:

a) AD+ BE dat gia tri nho nhét.

b) OD.OE dat gia tri nhd nhat.

Loi giai:

a) Vé DH 1 By,H € By.

T gidc ADHB b A=B=H =90° nén ADHB 1a hinh chit nhit = DH = 4B =2R

Ta cd AD =MD, BE = ME (tinh chat hai tiép tuyén cua (O) cat nhau tai mot diém).

Do d6 AD+ BE = MD + ME = DEma DE > DH (vi DH 1 By,E € By)

Do vay 4D+ BE > 2R (khong dbi)

Déiu "="xdyra & E=H & DE|| AB X y

< OM 1 AB < M 1a trung diém AB. D - H
b) DA va DM la tiép tuyén ctia (O) = OD la phan gidc AOM . M

Tuong tu OF la phan giéc]\?O\B . E
AOM va MOBK2 b,

Do d6 EOD =90°

AODE vuong tai O, OM 1 DEnén A B

OD.OE = OM .DE O

OD.OE = R.DE

OD.OE nh6 nhit < DE nho nhit< M 1a trung diém 4B (cau a).

\ 4 Dang 2: Van ‘dung cdc bat dang thire trong tam gidc va quy tdc cdc diém
1. Kién thirc can nam:
e Tam gidc ABCco
a) |AB— AC|< BC < AB+ AC.
b) ABC < ACB < AC < 4B.
e Tam gidc ABCvatam gidc A'B'C'co
AB=A'B',AC=A'C' thi: BC<B'C'<> A< A"
e Quy tac ba diém 4, B,C.
a) BC< AB+AC.
Dau"="xayra< 4[BC]
b) BC =|4B- AC|.
D4u"="xay ra<> 4, B, C thing hang.
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Quy tac ndiém A4;4,;...; 4,

Taco AA, < A4, +A,A4A,+AA, +..+A4,_ A,

Dau "="xay ra< 4;4,;..; 4, ;A thing hang va sip xép theo thir ty do.

II. Mot sé bai tap vi du:

Vidul: . 7 i i

Cho hai diém A va B nam trong nira mat phang bo 1a duong thang d ,hai diém M, N thudc d va
d6 dai MN khong d6i. Xac dinh vi tri hai diém M,N dé duong gip khuc AMNB dat gié tri nho
nhat.

Loi giai 7 )

Dung hinh binh hanh BNMB' (hinh bén) = BB'= MN = a (khong d61); NB EMB', B0 dinh.
Goi A' 1a diém d6i xtng cua A qua dudng thang d .

Tacd AM =A'M , A' c6 dinh. A
Xét ba didm A M. B' tacd A'M +MB'> A'B’ N
Do d6 AM +MN + NB = A'M + MN + MB' d

=(A'M + MB")+ MN M
> A'B'=a khong d6i

Déu "="xdyra<> M €[A'B"]. L

Vidu 2:
Cho goc nhon xOy . 41 diém nam trong goc d6. Hay tim trén hai tia Ox va Oy lan luot hai
diém B va C sao cho chu vi tam giic 4BC nho nhét.
Loi gigi: o A,
Goi 4,va 4, 1an lugt 1a diém doi xung cua 4 qua hai tiaOx vaOy .
A cb dinh, @ ¢ dinh nén Ava4d, ¢d dinh.
Theo tinh chat di xtng tryc ta co:
AB = AB; AC = 4,C.
Py =AB+BC+ AC
— AB+BC+A,C O
Xét cac diém 4,,B,C, A,tacd AB+BC+ A,C> A4,
Do d6 P,,. > 4 4, (khong doi)
Déu "="xdy ra< 4,,B,C, 4, thang hang va sap xép theo thir tw do. Al
Vidu 3: ‘
Cho hinh vuéng ABCD .M ,N, P,Qla dinh cua tir giac MNPQ lan lugt thudc cac
canh 4B, BC,CD, DA( MNPQ goi 14 ttt giac noi tiép hinh vudng). Tim diéu kién t gidc MNPQO c6
chu vi nho nhit.
Loi gidi: . 7 7
Goi E, F,G lan luot 1a trunh diém cua cac doan thang
MQ, MP, NP.
A AMQ vudng gbc tai 4 co

AE 1 trung diém nén AE = %MQ = MQ=2A4E.
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Tuong ty NP =2GC
Mat khac EF, FG lan lugt 1a duong trung binh
cua cac tam giac AMPQ va ANPM E
nén EF = %PQV&FG :%MN
Suy ra PQ =2EF vaMN =2FG. Q G
Do d6 P,p, = MN + NP+ PQ + QM

=2FG+2GC+2EF +2AFE i

=2(AE + EF + FG + GC) > AC (khong dbi ) D
(Xét cée didm A, E,F.G,C) P
Dau "=" xdyra< A4,E,F,G, Cthflng hang.
& MN || AC|| POVAMOQ || BD || NP.
Khi @6 MNPQ 1a hinh chit nhat.
Vidu4: ’ 7 ’ ‘
Cho duong tron (O; R) duong kinh 4B ¢6 dinh, C 1a mgt diém c6 dinh ndm gifta 4 vaO. M di dong
trén dudng tron (O; R). Tim vi tri cia M trén (O;R) tuwong Gng luc do dai CM 16n nhét, nho nht.
Loi gidi:
Xét ba diém C,0,M ta c6 |[OM —CO < CM < CO +OM|
OA=0OM =0OB =R
Do d6 CA<CM <CB i

CM < CB (khong doi)

f%{
Dau "="xayra< M =B AUB

Vay khi M = B thi doan thang CM c6 d6 dai 1on nhat.

Mit khac CM > CA (khong dbi)

Déu "="xayra< M = 4

Vay khi M = Athi doan thang CM c¢6 d6 dai nho nhét.

Vidu 35:

Cho hai duong tron ngoai nhau (O; R) va(O';R"). Anim trén dudng tron (0), Bnam trén dudng

tron (0'). Xéc dinh vi tri cac diém 4, B dé doan thang 4B c6 d6 dai 16n nhat, nho nhat.

Loi gidi:

(00" cét(0) tai C, D va cat(O") tai E, F.

Xét ba diém 4,0, B ,taco

|0'A-0'B<AB<0'A+0'B|

Xét ba diém 0, 4,0, ta co

|0'0-04|<0'B<04+00'

Ma 04=0C=0D=R va
O'B=0'E=0'F=R'

Do d6 00'-OD—-0'E < AB<OC+00'+0'F

= DE < AB< EF

* AB < EF (khong doi)

Diu "="xdyra< A=C, B=F
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Vay AB c6 d0 dai lén nhatkhi 4=C va B=F

* AB > DE (khong d6i)

Diu "="xdyra<> A=D va B=E

Vay AB c6 do dai nho nhatkhi 4=D va B=E.

VY Dang 3: Vin dung bt dang thirc trong dwong tron.

1. Kién thirc cin nhg: A

- Puong kinh day cung 16n nhit ctua dudng tron. 3
- Trong dudng tron (O) : AB va CD
1a hai day cung, H va K lan luot 1a
hinh chiéu vuéng goc trén 4B va CD. K
O
D

Ta c6 OH > OK < AB<CD
& AB<CD < AOB < COD

B
Vidu l:
Cho duong tron (O; R); AC la duong kinh.BD la day cung cua (O; R) va BD vuong géc vo1 AC.
Xac dinh vi tri cua day BD dé dién tich tt giac ABCD Ién nhéat.
Loi giai
AB 1 CD (gt)

Nén S, = %AC.BD _ RBD

do d6 BD<2R

Vay S 0 <2R*.

Dau "="xay ra BD la duong kinh cta (0).
Vidu 2:

Cho ntra dudng tron (O;R) duong kinh AB . M 1a diém di dong trén nira dudng tron. Qua M
v& tiép tuyén véi dudng tron, goi D,C 1an luot 14 hinh chiéu, cua A; B trén tiép tuyén dy. Xac
dinh vi tri cua diém M dé dién tich cua ta giac ABCD co6 gia tri 16n nhat.

Loi giai

Tacod AD L DC (gt)

BC L DC(gt)= AD| BC C
= ABCD la hinh thang ma D =90° M
nén ABCD la hinh thang vuong. E
OM 1 DCnén OM || AD va O la trung diém AB D
Nén OM la dudng trung binh ctia hinh thang ABCD
— OM = ADTJFBC
A O B

Do d6 S,,., = AD—;BC.DC = OM.DC

Ma BD la day cung cua (O;R) A u C
O
D4

Vé AE 1 BC. Tu giac ADCE la hinh chit nhat
(ADC = DCE = AEC =90°) = DC = AE
AEC =90° = E thudc duong tron dudng kinh AB.
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= AE la day cung cua duong tron (O).
— DC < 2R (trong duong tron duong kinh 1a diy cung 16n nhat)
Do d6 S,,., <R2R=2R’
Dau "=" xay ra<> AE la duong kinh cua (0O)
< OM 1 AB < M 1a trung diém AB.
Vidu 3:
Cho tam giac déu ABC ndi tiép trong dudng tron (O;R). M 1a diém di dong trén trén (0) . Xéc
dinh cac vi tri cia diém M dé téng MA+ MB + MC dat gia tri 16n nhét.
Loi gidi
Xét M thuoc cung BC.
Trén didy MA lay diém D sao cho
MD = MB =AMBD can.
BMA = BCA =60° (hai goc ndi tiép cung chan AB )
Do d6 AMBD déu.

— BD = MB, DBM = 60° A
ABD = ABC - DBC = 60° — DBC

MBC = MBD - DBC =60° — DBC

Suy ra ABD = MBC .

Xét AMBC va ADBA ¢

MB =BD,MBC = ABD , BC = AB(A ABC déu) (@)
Do d6 AMBC=ADBA(c.g.c) D
Suy ra MC =DA

Ta c6 MA =MD+ DA =MB+MC B C

= MA+MB+MC=2.MA.

MA 1a day cung cua (O;R) = MA<2R M

(Puong kinh 1a diy cung 16n nhat cta dudng tron)

Do d6 MA+ MB+ MC < 4R (khong d6i)

Déu "="xdy ra<> MA la dudng kinh cia (0)

< M 14 trung diém cung BC.

Lap luan tuong tu ta c6 ba vi tri dé MA+MB+MC dat gia tri 1on nhé 1a trung diém cac cung
BC; AC; AB.

Vidu 4:

Cho duong tron (O;R); BC 1a day cung cb dinh ( BC # 2R ). A 1a diém chuyén dong trén cung
16n BC. Xac dinh vi tri cia A dé chu vi tam gidc ABC 16n nhat.

Loi giai

P,.=AB+ AC+BC.

BC khéng doi. A

Trén tia ddi tia AB ldy diém D sao cho 4D = AC
AADC cantai A = BAC =24DC

BAC khong d6i= ADC khong dbi.

BDC khéng déi, BC cb dinh
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= D thudc cung chira goc co s6 do %sdl}z’ cua (O)

dung trén dqan thang BC.

P, 16n nhat < (4B + AC)max < (4B + CD)max

< BDmax < BD la duong kinh

cua cung chtra goc noi trén.

Khi d6 BDC =90°.

Ma ABC + BDC = ACB + ACD = 90°

BDC = ACD (AC = AD)

Do d6 ABC=ACB < AB=AC < Ala trung diém cung 16n BC.

Vidul : i ) 7
Cho duong tron (O; R) .A diém co dinh trong duong tron (4 # O ). Xéac dinh vi tri cua di€ém B
trén duong tron (O) sao cho OBA 16n nhét.

Loi giai B

Vé day BC cua duong tron (O) qua A.

AOBC can (OB =0C)

@': 180° — BOC

2 @,
v& OH L BC (H € BC) “
Ae BCnén OH < 0OA(khong déi) /

Déau "="xayra< H=A < AB 1 OAtai A.
Ta c6 OBAlon nhit < BOC nhé nhit
& BCnho nhit < day BC nho nhét
< OH lén nhat & H=4 < AB 1 OAtai A.
V' Dang 4:Van dung bat dang thirc dai so
I. Kién thirc cdn nam:
e Bat dang thirc cosi cho 2 s6 duong:
Cho 2 s6 duong ava b ta co:
a ;— b > \/E
D4u “=" xay ra khi va chi khi a=b .
e Bat dang thirc Bunhiacopxki Sraxo (B.C.S):
Cho 4 s06 thyc a,b,x,y ta co:
(ax +by)2 < (a2 +b’ )(x2 + yz)
Dau “=" xay ra khi va chi khi ax=by.
II._Mot so bai tap vi du:
Vidul: 7 7
Cho doan thang AB=a. C la diém trén doan thang AB. V& cac hinh vuong ABCD va CBFG.
Xac dmh vitridiém C dé S, + S dat gid tri nho nhat.
Loi gidi:
bat AC=x

34



Taco CB=a-x(0<x<a)

Sacoe = x27SCBFG =(a—x)’

S scor + Scprg =X +(a—x)’
=x’+a>-2ax+x’ E D

2 2
a

=2 —ax+ )+ L
( FRARDY

2 2 2
a a a 2.
=2| x——=| +—>-—(khong do1
(x 2j+2 2( g doi)

, B

Dau ”:"Xéyra<:>x—%:0<:>x=% A C

Vi du 2: 7 )

Cho doan thiang BC c6 dinh. A 1a diém di dong sao cho tam giac ABC nhon. AA’ 1a dudong cao
va H 1a truc tdm cua tam giac ABC. Xac dinh vi tri diem A dé

AA'.HA'dat gié tri 16n nhat.

Loi gidi:

Xét AA'BH VA AA'AC ¢6 BA'H = AA'C(=90"), 4'BH = 4" AC

(hai goc nhon ¢6 canh twong ing vudng goc)

Do d6 ad'BH ~ad'AC=TA _AB  pme—apac A
A'C ™ A4
Tacé A'B.A'C=A'B(BC—A'B)= A'B.BC - A'B’
2

_BC —(E—A'B.BC+A'BZ)

4 2

BC* (BC > BC?
2= 2= gB| <2

4 (2 j 4 H
Vay AAHA' < ZE (khong déi) O]

: 4 B Al C

Dau "="xay ra@BTC:A'B

< A' 1a trung diém BC < Athudc trung truc BC.

Vay A ABC nhon nén A nim ngoai dudng tron duong kinh BC.
Vidu 3:

Trong cac tir giac ndi tiép hinh chir nhat cho trude. Tim tir gidc ¢ tong binh phuong cac canh
nho nhit.

Loi giai:

AAMOQO cb A=90° theo dinh li Pitago ta co6 QM > = AM> + AQ>
Tuong tw MN*> = BM* + BN*,NP* =CN* + CP*,PQ* = DP* + DQ"
Do d6 MN* + NP* + PQ* = BM* + BN* + CN* + CP* + DP* + DQ*
_(AM +BM)* +(AM — BM )* , (AM + BM)* 1

— AB?
2 2 2

Tacd AM?* + BM'*?
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Chirng minh tuong tu ta co
2 2 1 2 N
N?>+CN?>>—BC
2 Q
CP’* + DP* > %CDZ
DQO* + AQ* > AD2
D P C

Do d6 MN? + NP* + PQ* + OM* > %(ABZ +BC? +CD* + DA ) (khong d61)
AM = BM
. BN =CN .
Dau "="xayra< < MNPQ 1a hinh thoi.
CP = DP
DQ=AQ
Vidu 4:
Cho diém A co dinh nam ngoai duong tron (O;R). Qua A vé& dudng thang d cat duong tron (O)
tai hai diém B;C.X4c dinh vi trf cua d dé téng AB+ AC dat gia tri nho nhat.
Loi giai:

V& cat tuyén ADE qua O

Xet AABE va AACD c6 A (chung); AEB = ACD C d
(hai goc noi tiép cung chin cung BD) A B L ———

Do d6 AABE ~AACD = ji ji AB.AC = AE.AD Dl‘

Ma AE.AD =(0A+OE)(OA~OE)= 04> ~OE* =04 - R*
Tacdo AB+ AC=(AB+ AC -2~ AB.AC)

=(WAB - AC)* +24JAB.AC > 2\/AB.AC

=204 — R* (khong d6i)

Diu "="xay ra<> d la tiép tuyén cua (O;R).

Vidu35:

Cho nira dudng tron (O;R) duong kinh AB. M 1a diém chuyén dong trén nira duong tron. Xac
dinh vi tri diém M dé MA+3MB dat gia tri 16n nhat.

Loi giai:

AMB =90’ (goc ndi tiép chin nira duong tron)

AMAB ¢b M =90° nén theo dinh 1i Pitago ta co M

MA® + MB® = AB*> = 4R’

Ap dung BDT |ax = by| < \/(a2 +b)(x*+ %)

Ta c6: MA+~/3MB = ‘MA + J?MB‘ < \/(1 +3)(MA* + MB?)
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=+V4.4R* =4R.

MA =3MB < 4R (khong d6i)
Déiu "="xay ra< V3.MA=MB
<AMAB 13 nira tam giac déu
& sd MA =60°.
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Phin 3: )
CUC TRI TRONG LUONG GIAC

VY Dang 1: Sir dung bdt dang thirc ciia ham Sinx va Cosx.
1. Phuwong phdp gidi:
Thong thuong dé gidi mot bai cyec tri ta st dung cac bdt da dugc ching minh. Tuong tu, &
lugng giac van co nhitng bdt riéng biét.
Déi v6i ham sé don gian chi ¢o sin va cos. Ta st dung:
—-1<Sinx <1
{—1 <Cosx<1
I1. Mot sé bai tap vi du:
Vidul:
Tim GTLN, GTNN cua ham sd:
a) y=1-2lsin3x]
b) y=1-+1-sinx
Loi gidi:
a) Vi0< |sin3x| <lnénl>1- 2|sin3x| >1-2=-1.

km

Dau bang xdy ra khi :|sin3x] =0 sin3x =0 3x=k7z & x = —

, . k
Vay GTLN cua ham so6 1a 1 va GTNN cua ham so 1a -1tai x = £
3
Vi-1<sinx<lnén?2 >1-sinx >0 & \/5 >+1l-sinx 20 & 1+\/§ >1++/1-sinx >1.
1++l-sinx =1+ \/5 khisinx=-1 & x= —g—i—Qkﬂ

1+ sinx = 1 khi sinx =1 <>x = g—l—QkW
n )1 £ 1s . 7T \ ) 1 £ 1x .
Vay GTLN cua ham so la 1+\/§ta1 X=X= —5 + 2km va GTNN ctia ham so 1a 1 tai x =

E+2k77.
2

Van co thé sir dung mot 56 ki nang co ban dé tim cuec tri:
Vidu2:
Tim GTLN cua sin'’*x + cos'’x
Loi giai:

Cach 1:
Vi-1<sinx<1va -1<cosx=>1nén ta co : sin'’*x < sin’x va cos'’x < cos’x
= sin'’x + cos'’x < sin’x + cos’x = 1

Cach 2:
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Ta sin'*x + cos'*x = 1 — 2sin®x.cos®x <1.
Véay GTLN cua sin'*x + cos'*x 1a 1.

Vidu 3:
. . . 2r
Tim GTLN, GTNN cua: sinx + sin| x + T

( Bdi tdp can qua buéc bién déi)
Loi gidi:

.. ) 2 . T T T
Tacod sinx +sin| x+— |=2sin| x+— |.cos—=sin| x+— |.

3 3 3 3
Ma
) s 27

-1< sm(x + ?j <1 nén GTNN cua sinx + sm(x + ?j la-1vaGTLN la 1.

Vidu 4:
(a+b)(1—ab)
(1+a*)(1+0b%)

Tim GTLN , GTNN cua biéu thirc : Ya,b

Loi gzaz
(Péi véi bai tap nay, ban ddu khéng phdi la dang leong, ta phdi dwa vé lwong gidc qua

cdc phép bién doi dé tim cuec tri).
bat a=tanx

b=tan y
Ta co:
(a+b)(1—ab)| sin(x+y) cos(x+y)
(1+a”)1+b )‘ (tanx + tany)(l — tan x. tany)| COS X.COS ¥ ' COSX.COS Y| _
(1+tan” x)(1+ tan’ ) ‘ 1 1

cos’ x cos’ y
l‘sin2(x+y)‘gl (Vi [sin2(x+y)|<1) = 1. (“”2)(1_“? <L
2 2 2 (1+a)(1+b°) 2

. 1 1
Vay GTNN cua biéu thirc 1a Y va GTLN la 5

VY Dang 2: Hinh thanh binh phuvong du

1. Phuwong phdp gidi:

Dua trén su chuyén doi qua lai giita sin va cos, st dung cac cong thirc lugng giac.
II. Mot s bai tap vi du:

Vidu l:

Tim GTLN ciia biéu thitc A= cosA.cosB.cosC

39



Loi gidi : Tacd: cosA.cosB.cosC = %[cos(A + B) +cos(A— B)]cos C=

1
5[_COSC+ cos(4 _B)]COSCZ—%[COSZC —cosC.cos(A— B) + icosz(A —~ B)}

T 1 1, 1, 1
+§[1—sm2(A—B)J B —E[COSC—ECOS (A—B)} —gsm (A-B) < 2
Déu bang xdy ra khi cosC= %cos(A—B) cosC = %

=S
sin(A—B)=0 A=B

& A=B=C=60".
. 1 \
Vay GTLN cua biéu thuc A 1a g khi A ABC déu
VY Dang 3: Sir dung cdc bt dang thire lwong gidc trong tam gidc.

1. Phwong phap gidi:
Trong tam giac ABC nhon:

A B B C C A
*tanEtanE+ tanEtan— +tan—tan—=1

*cot A.cot B+cot BcotC+cotCcotA=1
*tan 4A+tan B+tan C =tan A.tan B.tanC

a) tanA+ tanB+ tanC > 3\/5
A B C
b) tan—+tan—+tan— 2> \/5
) 2 2 2

A B
c) tan—. tan— tan£<—

2733
d) cosA+cosB+cosCS%

» Chirng minh: ’
a) Ap dung bdt Cosi cho 3 s6 duong:

tanA + tanB + tanC > 3%/ tan 4.tan B.tan C

< tanA + tanB + tanC > 3%/ tanA + tanB + tanC

&< (tanA + tanB + tanC)3 > 27(tanA + tanB + tanC) < (tanA + tanB + tanC)2 >27

< tanA + tanB + tanC > 3\/5
(dpem)
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b) Ap dung bét dang thirc: (a+b+c)’ >3(ab+bc+ac) ta col:

A B cY A B B C cC 4
tan — + tan —+ tan — | > 3| tan —tan — + tan — tan — + tan —tan — | = 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2

= tan§+ tan§+ tan% >3 (dpcm)

B, C

¢) Ap dung bdt Cosi tanétanE + tanétang + tangtané > Z%i/tan2 étan —tan” —
2 2 2 2 2 2 2 2

3
& tan’ étanz Etan2 £l < (lJ = tamétamétanE < 1 (dpcm)
2 2 273 2 2 2 383
Dau bang xay ra khi AABC déu.
Cach I:

A+ B A-B
Xét cos A+ cos B+ cosC + cos60° = 2cos( 5 jcos[ j+

CcC+60° C-60 A+ B
2cos 5 cos 5 <2| cos

A+B+C+60° A+B—-C-60°
.COS 4

=4cos < 4cos60°

S cosA+cosB+cosC+%S 2 & cosA+cosB+cosCS% (dpcm)

Cdch 2: (Ung dung tich vo huéng dé ching minh)

LAy cac vecto e, ,e,,e, nhu hinh v& va c6 do dai la 1: ‘ej‘ = ‘ej‘ = ‘ej =1.
A

Hién nhién ta co:
— — —\2
(el+ez+e3) >0

—_

<3+ 2cos(ej,%) + ZCos(g,ej) + 2c0s(e3,e1) >0

c>cosA+cosB+cosC£%:> dpcm

Dau bang xay ra khi e +e, +e,= 0< AABC < AABC déu
C6 thé sir dung cdc bdt thirc trén hodc khai théc thém cdc bdt sau trong tam gidc (phdi
chung minh truoc khi dp dung):
e)tan” 4+tan" B+tan" C > 3+/3"
3V3

f)sinA+sinC+sinB£T
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g)cotA+cotB+cotC2\/§

h)cos® A+ cos’B + cos*C > %

n. A . B . 3
i)sin—+sin—+sin— < —
2 2 2

: A B C 3
j)cos —+cos —+cos— < —
2 2 2 2

>

YN

3
4
m)tan2 A+tan® B+tan’ C=9(Anhon)

k)sin® 4 +sin’ §+ sin’

n)tan’ A B a2 S5
2 2 2

33

0)sin A4.sin B.sin C < <

)siné sinﬁ sin —< —
P B R T

C 383

A B
q)cos—.cosS—.coOs— < ——
2 2 8

£
2

NG NG

I)cos’ 4 +cos’ B +cos’
2 2

II. Mét so bai tap vi du:
Vidu I: q
Tim GTNN cua biéu thtec:

A=sin’ é +sin’ E +sin® g sin—.siné.sin—
2 2 2 2 2 2

C
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Loi giai:
, l-cos4 1-cosB 1l-cosC . A4 . B . C
Taco A= 5 + 5 + 5 +sin—.sin—.sin—

3 1 .4 . B .C . A . B .C
=———| 1+4sin—.sin—.sin— |+sin—.sin—.sin —
2 2 2 2 2 2 2 2

. . A . B .C
(vi cosA+cosB+cosC:1+4s1n3.sm—.s1n—)

=1- siné.siné.sing 21_l=1
2 2 8 8

Vay gia tri nho nhit cua biéu thuc 1a :% .
Vi du 2:

Tim GTNN ciia biéu thitc B= tan® g ctan® 2 tans €

Loi giai:
Khong sir dung gian tiép cac bdt thirc cm trén, ta sir dung cac bdt toan hoc
quen thudc.

Ta co:

6 3

A B A B B A
tan® — + tan E+tan6£Ztan Etan35.tan3Etan3%.tan3£tan3—(l).

Néu x = tanétanﬁ, y = tanﬁtang, z =tan£tané, thi x+y+z = 1.
2 2 2 2 2
Ap dung BCS véi hai day \/;,\/;,\/; vag \/x_3\/?,\/z_3 ta co:

P 2
(x+y+z)(x3+y3+z3)2(x2+y2+22)22{—()“_);4_2) ] -

é@x3+y3+z3 2%(2)

Tu (1)Vé(2):>tan6§+tan6§+tan >—.Daubang xayrakhix=y=z
< A=B=C.

Vay GTNN cia B 1a %

O 1
279

1. Tim GTLN ciia biéu thitc D= tan%.tang.tang
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a,b,c>0

a.Sinx +b.Siny =c

2. Cho { Tim GTLN cua biéu thirc

_cos’x cos’y
a b
V Dang 4: Biéu thirc chira cdc ham sé lwong gidc.
1. Phwong phdp gidi:
Gia st cac goc A, B, C thoda man hai diéu kién:

1) f(A)+f(B)22f(A+2B)j hodc f(A)-f(B)Zfz(

Ping thirc xay ra khi A=B;

E

A+Bj
2

e C+% - C+§
2) f(C)+f(§j22f 5 hodc f(C)_f(Ejzfz —>

Ping thtrc xay ra khi C=%.
Khi cong hodic nhan (1), (2) ta s& c6 bdt f(4)+ f(B)+ f(C) >3 f(%j (3)

hodc f(A).f(B).f(C)> f° @
4)

Ding thtrc xay ra khi A=B=C. Tuong tu ta ciing c6 bdt v&i chiéu nguoc lai
Xét cac VD sau:
Vidu l:
Trong tam gidc ABC, tim GTNN ciia biéu thirc
1 1

1
+ +
1++/sin4 1++/sinB 1++/sinC

Loi gidi:
Ta co:

! + | > 4 (épdungl+l> 4 )
1++/sind  1++/sinB  2++/sin 4 ++/sin B T x y x4y

4 - 4 —(ip dung BCS)

>
2+\/2(sinA+sinB) 2+2\/SinA+BcosA_
2 2

2

1 1 2
z ~ + > 5)(c6 dang (1
_ A+B  1+JsnA 1+sinB g ) (codang (1)
1+ ,[sin > 1+ |sin ;

44



1 2
+ >
1+/sinC 1+ /sin 60° \/ C+60°
1+,/sin 2

Tuong tu (6).Cong (5) va (6) ta co:

1 1 1 1
+ + +
1+\/sinA 1++/sinB 1+x/sinC 1+\/sin60°

1 1

>2 <5 + =

1+ [sin 1+ . [si nﬂ

\ 2 \ 2
4
>—— ( Cing lam tuong tu cac budc (5), (6))
1+ +/sin 60°

Suyra ! 1 1.3 3\

+ + > =
l++/sind 1++/sinB 1++/sinC 1+\/sin60° x/5+{‘/§

Vay GTNN cuia biéu thue 13 . Dau bang xdy ra khi AABC déu.

32
N
Vidu 2:

Trong tam gidc ABC, tim GTNN ciia biéu thirc

1 1 1
1+— J 14+ — J 1+ —
( smAj( s1n8j( sij

1 1 1 1 1
1+ S 1+ =l+—t—+— -
sin 4 sin B sin4d sinB sin A.sin B

2 ( 1 jz
>1+—= - + - -
\/sm A.sin B \/sm A.sin B

:[Hmjz _(1+Jcos(A—chos(A+B)J

2 2

2
>(1+ \/5 J = 1+ﬁ > l-l-;O
1-cos(A+ B) sin : SinC+60
2

(co dang (1))
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Tuong tu | 1+ ,1 {1+ ,1 > 1+;O ®)
sinC sin 60° sin C+60

2

Nhan (7) va (8) ta dugc (1+ ,1 .(1+ ,1 j.(1+ ‘1 j.(1+ ‘ ! j
sin 4 sin B sinC sin 60°

2

1 1 1Y
> 1+ J 1+ > 1+—
. A+B . C+60 sin 60°
sin sin 5

i 3 3
Suy ra (1+ ‘1 j.[1+ ,1 j.(1+ ,1 j2(1+ - ! j = 1+i
sin 4 sin B sinC sin 60° \/5

3
Vay GTNN ctia biéu thirc Ia (1+ij khi A4BC déu.

V3

VYV Dang 5: Sur dung dao ham
I. Kién thirc cin nim:
Dé giai cac dang bai toan nay can st dung téi mot s6 cong thirc tinh dao
ham sau day:
(Sinx) '=Cosx

Sinu)' = (u) ' Sinx

tanx)' = !
Cos*x
()’
t '=
( anbf) Cos*u
II. Mot so bai tap vi du:
Vidu l:

Tim gia tri 10n nhat va nho nhét cia ham s
y=f(x)=3cos3x+2cos2x+9cosx+2

Loi gidi:
Loi giai:
TXD: D=R
Taco y=f(x)= 3(40053 x—3cosx)+2(2cos2 x—1)+9cosx+2

=12cos’ x + 4cos* x
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batt= cosx, -1<r<1
Taco y=g(r)=128 +47
y =g (t)=36" +8t
¥y =036 +8t=0
< 4t(91+2)=0

t=0
g 2
t=—=
9
Bang bién thién
t 1 2 0 1
9
g (1) + 0 - 0 +
g(t) 10 16
-8
Cin ¢t vao bang bién thién ta duoc:
max f(x) = max g(t) =16
min f(x) = min g(t) = -8
Vidu?2:

Tim gi tri 16n nhat va gi4 tri nho nhat cta ham sd
y=f(x) =Jcos® x—2cosx +5 ++/cos’ x + 4cos x + 8

Loi giai:
TXD: D=R
bat t=cosx, -1<¢<1
Taco y=g(t)=Nr —20+5+F +41+8

Dg(x)= [' 1 s 1]

V=g (f)= r—1 N [+2
NP =20+5 NP +41+8
(t=1)NE* +4t+8+(t+2)NE* =2t +5

\/(zz —20+5)(1 +41+8)
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y =0

S (=N +4t+8 +(t+2)VeP =2t +5=0
<~

(t+2)NF =2t +5=(1-t)N£ +4t+8 = (do -1<1<1)
t+2) (2 =2t +5)=(1-1) (2 +41+8
- (t+ )( + ) ( )( +4¢+
(t+2)(1-1)=0
{24t+12=0
R
-2<t<1
1
f=——
R 2 St=——
-2<t<1
Béng bién thién
t 1 1 1
2
g (1) * 0
g(?) 2++413

2V2 ++5 \5/'

Can clr vao bang bién thién ta co
max f(x) = max g(x) = 2++/13
min f(x) = min g(x) =5

Vidu 3:

Cho cos2x+cos2y =1,Vx, y e R.Tim gi4 tri nhd nhét ctia ham sé:

A=tan’ x+tan’ y

Loi gidi:

Tacd: A=tan’ x+tan’ y :(tan2x+1)+(tan2y+1)—2

1 1 2 2
—t————2= + —
Cos" X Cos”y I+cos2x 1+4cos2y

_ 2c0s’2x—2c082x+2
—cos’ 2x+cos2x+2

bat t =cos2x véi —-1<r<1,taco:
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A= t)= ,—lgfﬁl
S £ +1+2
6(2t-1
= )= ( )22 <:>t—1
(—t2+t+2) 2
! -1 1 1
2
S0 - 0 +
2
R . 2 .. V4
VaymmA:E khlxzing;r,]keZ
(x) nho nhit< sinzx—l:> min g(x) —3(l—lj2+§—§
& 3 & 3 3 3 3
Do do6 : 1+l£y£1+§<:>i§y§§
3 5 3 5
A 8 . 4
Viay maxyzg;mmyzg

» . Mjt sé bai tap dang twong tu:

1.Tim gié tri 16n nhat cua ham so6:

y= ‘/1+%cosz X +%\/5+2sin2 x

2.Tim gia tri nho nhat cua:

2 2
o 1 ) 1
y=|sin" x+—— +| cos” x+——;
sin” x cos” x

3.Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat cua ham so:
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y = f(x)=2sin” x+3sin xcos x + 5cos’ x
4.Tim gi4 tr1 16n nhat va gia tri nhé nhat cua ham so:

y:4sin2x+ﬁsin(2x+%j

5.Tim gid tri nho nhat cia ham so:
1

y=—"—>+

sinx cosx

6.Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat cua ham so:

,0<x<£
2

f(x)=(2sinx+cosx)(2cosx—sinx)
7. Tim gia tri 16n nhét va gia tri nho nhat ctia ham s6 :
_ 3cos’ x+4sin’x

~ 3sin® x+2cos’ x ’
8.Cho tam giac ABC tim gia tri I6n nhat cua:
P =\/§COSB+3(COSA+COSC)
9.Tim gi4 tri nho nhat cta biéu thic :
P=cot*a+cot*b+2tan’ a.tan’ b+ 2

10.Cho «, 8,6 thoa man diéu kién :
cos’ @ +cos’ f+cos’ S =1
Tim gié tri 16n nhat cia:
y=+/l+cos’ +\/1+coszﬂ +~/1+cos? 8

11.Tim gi4 tri nho nhat ctia ham sb
v
cos’ xsin® x
12.Tim gié tri nho nhét cta ham sb
y =cos' x +sin' x
13. Cho AABC. Tim gia tri 16n nhét cta biéu thirc
M= cos2A + cos2B — cos2C

y =(cosx+ sinx)3 +

14. Tim GTLN va GTNN cua ham sb
24+ cosx

sinx+cosx—2

15. Tim GTLN va GTNN ctia ham s
2 .
COS~ x +sin xcos x
y= — (D
sin” x+1
16. Pinh m dé ham sé y = 2(sin4 x + cos” x)+msinxcosxcos2x
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c6 gia tri 1on nhat khong 16n hon 2
17. Tim GTLN va GTNN ctia ham s§ y =+/cosx ++/sinx

18. Tim gia tri I6n nhét ctia ham sb
3sin’ x(l—4sin2 x) . ju
y= : volr O<x<—
cos” x 6

19. Cho A4BC ¢6 3 gbc nhon, tim gia tri nho nhét cta biéu thirc
P = tanA.tanB.tanC
20. Tim gia tri 16n nhat cta biéu thirc
M =1+ tan Atan B ++/1+ tan Btan C ++/1+ tan C tan 4

V(’riA,B,C>0VéA+B+C=§

21. Trong moi tam gidc ABC,nhiing tam giac ndo lam cho biéu thirc sau dat
gia tri 16n nhat:

B %/sinA +%/sinB +%/sinC
i/cosA +€/cosB +€/cosC

Hwong dan va dap so:

1. Taco: y :\/1+lcos2 x +\/§+lsin2 X
2 4 2

Ap dung BPT Bunhiacopski cho 4 s, ta co:

\/l+lcoszx+\/§+lsin2x S\/12+12.\/1+lcoszx+§+lsin2x
2 4 2 2 4 2

ch 0. V2
4 2 2
22

NeH

Vay max y:T
A 9 5 . 1 2 5 )
Dau “=" xdy ra khi : 1+5cos xzzsm X
2. Ta co:

2 2 2
Ksinszr .12 j+(coszx+ 12 ﬂ S(lz+12)|:(sin2x+ 12 j +(coszx+ 12 j :l
sin” x Cos” X cos” x cos” x

2 2 2
j+(coszx+ ! jz%(sin2x+c052x+ 12 + ! j

2 .

= | sin’x+ -
cos’ x sin®x  cos®x

sin’ x
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2
21(”%)
2 sin” x.cos” x

2
ST
2 sin” 2x 2
Vay min yz%
. sin® x = cos’ x I
Dau “=" xdy ra khi:< Sx=t—+knx
sin2x =1

3.Taco: y=2sin>x+3sinxcosx+5cos’ x

:1—cos2x+%sin2x+%(1+cos2x)

= Z + é (sin 2x+cos2x)
2 2

Ta co:

-1< cos(2x—zj <ls —i<%cos(2x—gj <£

o 2(7-33) 2o s 267 < (1434)

Vay max y=%(7+3\/§) ,min y=%(7—3\/§)

4. Ta co: y:4sin2x+\/5sin(2x+%j

=2(1-2cosx)+sin 2x+cos2x

=2+sin 2X - C0S2X

=2+\/5 sin (2)6 - %j

Véi —lésin(2x—%j£1®2—ﬁﬁyé2+\/§

Vay max y=2+4+2 ,min y=2-+2
5. Vi 0<x<%:>cosx>0 va sinx >0
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Ap dung BDT Cauchy, ta co:
R B 22, N

= . + - . = . - 2
sinx cosx fsinxcosx +/sin2x

sin2x=1

Déu“=”xéyrakhi: 1 1 @tanleax:%e(o,%J

cosx sin2x

6.Ta co: f(x)=(2sinx+cosx)(2cosx—sinx)
= 4sin xcosx—2sin’ x+ 2 cos’ x —sin xcos x
= 3sinxcosx+2(cos2 x —sin’ x)

:%sin 2x+2cos2x

:%(4cos 2x+3sin2x)

:é(icos 2x+§sin 2xj
2\5 5

bat cosatzi,sinatzg v6i 0<a <X
5 5 2

Tacd: f(x) :g(cos 2xcosa +sin2xsina) :gcos(2x—a)

Véi —1£cos(2x—0¢)£1<:>—§S§cos(2x—05)sé
2 2 2
5 5
o -2<f(x)<>
5 f(x) 5
" 5 . 5
Vay max f(x)zE;mln f(x)z—a

PTC I
_3cos' x+4sin’x 3(1_sz) +4sin’ x

7.Taco: y= =
Y 3sin* x +2cos’ x 3sin4x+2(1—sin2x)
3sin® x—2sin’ x+3 1
= .- 4 .2 :1+ . 4 )
3sin" x—2sin“ x+2 3sin" x—2sin“ x+2

2
bat g(x)=3sin4x—2sin2x+2:3(sin2x_%J +§

2
g(x) 16n nhit < sin*x=1 = maxg(x):3(l—%J +§:3
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A-C
2

8. Ta co: PZ\/§COSB+6COSA;CCOS

A-C

=+/3 cosB+6sin§cos

S\/g(l—2sin2 £j+6sin£
2 2

S—2\/§sin2§+6sin§+\/§

B B) 583_5¥B3
< —2\/3(5111——7J +—<—

2

cos——=1
. A=C=30°
Suy ra : max P :—5\/5 khi 2 =

2 B_f3 B =120

2
9. Ta cd: cot*a+cot*h = (cot2 a—cot? b) +2cot*a.cot’ b
2
= P= (cot2 a—cot? b) +2cot’a.cot’ h+2tan’ a.tan’ b+ 2

_( 2 2 7\? 2 2 2 2
=(cot” a—cot b) +2(cot a.cot” b+tan” a.tan b—2cota.cotb.tana.tanb)

+4cota.cotbh.tana.tanb +2
= (cot2 a—cot’ b)2 +2(cota.cotb—tana.tanb)2 +4+2>6
Déu “=" x4y ra khi va chi khi :
cota—coth=0 a=b
=
cota.cotb—tana.tanb =0
Vay min P=6
10. Ap dung BDT Bunhiacopski cho 6 so, ta co:
V1+cos® @ ++/1+cos® B ++/1+cos’ §

<P +12 +12 1+ cos’ @ +1+cos® B +1+cos’ &

s
Sa=b=—
cota=1

<343+ cos> & +cos’ B +cos’ S
vi cos® @ +cos” f+cos’ =1 nén ta co :
V1+cos® @ ++/1+cos? B ++1+cos’ 8 <344 =243
Vay max y=23
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Déu “=" xay ra khi: v1+cos’ @ =/1+cos® B =1+ cos’ &
< 14cos’a=1+cos” f=1+cos’ S
:cosza:coszﬂ:coszé':%

1

& cosa=cosff=coso ==

&

11.Tacod y=(cosx+sinx)3+%
cos” xsin” x
3
4 1.
(sm2xj
2
:2x/§cos3(x—£j+ , ?
4 sin” 2x
vi cos(x—zJZ—I:cos{x—ZjZ—l
4 4
& 242 cos? (x —%j > 22
va 0<sin’ 2x<1= ,4 >4
sin” 2x
suy ra y=2\/zcos3(x—£j+ : ? >4-22
4 sin” 2x

V4
2 e cos(x——j =-1
Dau “="xayra < 4

sin® 2x =1
S
Sx="—
Vay miny =4-22
12. Tacéd: y=cos" x+sin'’ x

_(1+cos2x}5 +(1—cos2xj5
2 2

= 2—15[(1 +cos 2x)5 +(1-cos 2x)5}
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= is(lJr 5c0s2x +10cos” 2x +10cos’ 2x + 5cos” 2x + cos’ 2x

+1-=5c0s2x+10cos® 2x —10cos’® 2x + 5cos”* 2x — cos’ Zx)

! (2+20cos 2x +10cos” 2x)
BEY)
1(1+10cos 2x + 5cos* Zx)

[ cos 2x +1 —4}
Mat khac OSCOS 2x<le 1<1+cos’2x <2
o1 (1+cos*2x) <4
) 2
& 5<5(1+cos” 2x) <20
<:>i(5—4)éi[5(l+cos2 2x)2—4}£L(20—4)
16 16 16
1
o —<y<l1
, T
Vay max y =1, dau “=" xay ra khi x=0
) 1 L . T
min y = —, dau “=" xay ra khi x=—
y 16 y 4
13.
Ta co
M= c0s2A + cos2B — cos2C

= 2¢0s(A+B)cos(A-B) + 1 — 2cos’C
=-2cosC cos(A-B) + 1 — 2c0s’C

= -2[cos’C + cos(A-B) cosC + icosz(A—B)] + % [cos’(A-B)]
+1
— 2[cosC + %COS(A-B)]Z+ %[1 _ sin¥(A-B)] +1

-2[cosC + %COS(A-B)]Z - %sinz(A-B)] S%

l\)lw

Déu “=" xay ra
cosC+%cos(A -B)=0

sin(4-B)=0
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cosC+l=0
2

A-B=0
T
cosC =—— A‘B‘E
< 2
A=B c=2~
3
Vay max M = = trng v61 AABC c6

14. Visinx+cosx=ﬁcos(x—%}

:>sinx+cosx£\/§<2

&sinx+cosx—2<0
hay sinx+cosx—2#0 VxeR

Do d6 y=— 2+cosx (1)
SInx +cosx —2

< y(sinx+cosx—2)=2+cosx
< ysinx+(y—1)cosx=2+2y (2)
(1) c6 nghiém d6i véi x < (2) c6 nghiém ddi véi x
oy +(y—1)2 Z(2+2y)2
&2y -2y +124+8y+4y°
& 2y° +10y+3<0

—5-419 54419
<:>— R —

<y<
2 Y 2
A =5-419 _ =5+4/19
Vaymmy—T va maxy= —

15. Taco:

. . 2 .
sin* x + cos* x = (sm2 X + cos’ x) —2sin* xcos® x
2
1 . 1 .
=1-2|—sin2x | =1——sin’2x
2 2

1({1-cos4dx 3 1
=]l—-—| —— |==+—cos4x
2 2 4 4
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Va sinxcosxcos2x = %sin 2xco82x = isin4x
Nén
3 1 m .
(1) y=2| =+—cos4x |+—sindx
4 4 4

< 4y =6+2cosdx + msindx

< 2cosdx+msindx =4y -6
PT trén c6 nghiém dbi voi x

2% +m? > (4y-6)

< 16y° —48y+32-m*> <0

o 6= m’ +4 6+\m* +4

<y<
4 4 4

6+~m’ +4

4

6+~m’ +4

Tacd maxy <2 > —— <2

Do d6 max y =

oSAm+4<2

oSm'+4<4

&S m=0
16.
Ta co
(1) <:>y(sin2x+1)=cos2x+sinxcosx (do sin’x +1# 0)
1 —cos2x l+cos2x 1 .
&y +1|= +—sin2x
2 2 2
& y—ycos2x +2y =1+cos2x +sin2x
< (1+y)cos2x+sin2x=3y—-1 (2)
(1) c6 nghiém d6i voi x < (2) c6 nghiém ddi véi x
o (1+y) +12>(3y-1)
S P +2y+229y" -6y +1
&8y’ —8y—1<0
2-J6 _2+46
= <
4 4
A . 2-46
vady max y = va miny =

4
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17. Tim GTLN va GTNN ctia ham s§ y = /cosx + /sin x
Loi giai:
Ta co

y =4/cosx ++/sinx
=1Jcosx +1y/sinx < \/(12 +1° )(cosx+sinx) (BBT

Bunhiacopski)

= y< \/2(cosx+sinx)

mat khac cosx +sinx =ﬁcos(x—%j <2

suyra y < V242

Dau “=" xay ra

A cosx =4/sinx

o ox==
cos(x—%jzl 4

Vay maxylezx/f khi x:%

Tacd 0<cosx<1 (DK dé y x4c dinh)
va 0<sinx<l1

cos” x < cosx <+/cosx
=
sin® x < sinx < +/sin x
= 1=cos’ x +sin’ x <+/cosx ++/sinx = y

nén y>1 ,dau“="xayrakhix=0
Vayminy=1khix=0
18. Tim gia tri 16n nhat cua ham s6
3sin’ x(l—4sin2 x) . ju
y= " vol O0<x<—
cos” x 6

Loi giai:

Vi O<x<£:>0<sinx<l
6 2

:>O<sin2x<i:>1—4sin2x>0

Ap dung BPT c6-sicho2s6 3sin’x va 1-4sin’x taduoc
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3sin’ x+(1—4sin2 X

2

— Q1 2 2
@(mj 23sinzx(1—4sin2 x)

) > \/3sin2 x(l —4sin? x)

2

cos* x

>3sin’ x(1-4sin’ x)(1)
Chia 2 vé cua (1) cho cos*x (vi O<x<%:>cos4x>0)
3sin2x(1—4sin2 x) 1

Ta dugc y = Z <—
cos” x

N

A 2 ; i i !
dau “=" xay ra <> 3sin’ x =1-4sin’ x < sin’ x = 5

ta tim dugc x, € (O,%J thi sin’® x :%

Vay max y =i

19.

Tacd y=~1+2cos>x+/1+3sin’x

2%\/3+6cos2 X +%\/2+6sin2 X

Ap dung BPT Bunhiacopski ta c6 :

y< \/(l+%j(3+6cosz x+ 2+ 6sin’ x)

3
5 55
<. )=(5+6)=,—
=y 6(+) '/6

Déu “=" xay ra
< V3346008 x =+24/2 + 6sin’ x
< 3.(3+6¢c0s> x) =2.(2+ 6sin” x)

< 9+18cos’ x =4+12(1—cos” x)

7
<30cos’ x=7 < cos’ x=—

30
Vay max y =, ,5_65

Tacd A+B+C=r

20.
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S A+B=n-C
= tan(A4 + B) = tan(z - C)
tan A +tan B

1 —-tan A.tan B
<> tan A + tan B = —tan C(1 — tan A.tan B)

< tanA+tan B+tan C = tan A.tan B.tanC (1)
Vi AABC ¢6 3 goc nhon = tan 4,tan B,tanC > 0

Ap dung BDT c6-si cho 3 sb tgA, tgB, tgC
tan A + tan B + tan C > 33tan Atan BtanC  (2)
tu (1) va (2) ta dugce
tan A.tan B.tan C > 33/tan A tan B tan C
&> (tan A.tan B.tan C)’ > 27 tan A.tan B.tan C

& (tan A.tan B.tan C)* > 27
< tan A.tan B.tan C > 3x/§

Dau “=" xay ra khi tanA = tanB = tanC
< A=B=C hay AABC déu

=—tanC

21.
ViA+B+C=%

<:>A+B:%—C

= tan(4+ B) = tan(%—Cj

tan A +tan B 1
& ——=cotC =
1—tan Atan B tan C
< (tan 4+ tan B)tan C = 1—tan Atan B

StanAtanB+tan BtanC +tanCtan A =1
Mat khac ap dung BDT Bunhiacopski ta duoc

M S\/(l2 +17 +12)(1+tanAtanB+1+tanBtanC+1+tanCtanA)

= 3(3+1) =23
dau bang xay ra khi
tanA tanB = tanB tanC = tanC tanA

Stand=tanB =tanC

Ta cO: sin A+sin B =2sin A;Bcos A;B =2COS£COSA_B SZCOS% (1)
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3 3 3
Ap dung BPT : a ;b Z(a;bj ,dau “=" xayrakhi a=»
Ta co:
Jfsin A +3/sin B ’ < sin A+sin B <
2 B 2
%/sinA +%/sinB \/ C
& < 3/cos—
2 2
3 3
Tuong tu: Usin B er\/smC < i/cosé
%/sinC +€/sinA \/ B
< 3/cos—
2
Cong (2),(3),(4) ta co:

%/sinA +%/sinB +%/sinC S%/cosA +€/cosB +%/cosC

Q/SinA +3/sinB +€/sinC

= <1
i/cosA +3/cosB +i/cosC
sin4=sinB=sinC

Dau “=" xayrakhi{ 4_p o Ad=B=Cc==L
cos =1 3

> M

Viy max M =1< ABC la tam giac déu
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Phin 5 :
BAI TAP TRAC NGHIEM
Bai I:
Cho a+b > 1, gia trj nho nhat cua biéu thuc a® + b’ 1a
A)l B) 1/2 C) 1/4 D)2
Bai 2:
X +x+l

la
x—x+1

AL B.3 c.% D.5

Gia tri 16n nhat cia ham so y =

cro. ) A, oo \ ) 2x° —x+1
Gia tri nho nhat cua ham s6 y:xz—x:
2x" +x+1

1445 g 145 9+442 9442
)

7 7

A.
2

Bai 4:
Cho a+b = 1, gi4 tri nhé nhit cua biéu thic a* + b* 1a
A)2 B) 1 C) 1/8 D) 1/4
Bii 5:

C.

Cho a, b, ¢ >0 thoa man l+l=E ,giétrinhénhétcﬁa ath + c+b la

a ¢ b 2a—-b 2c-b
Al B.2 C3 D4

Bai 6:

e, R z . . z 2 2 +x-1
Gia tri nho nhat cia ham so f'(x)= el

x*—x+1

Bai 7:

2x° +4x+5
-x*+1

A. Miny=1, maxy=6

B. Miny=-6, maxy =-1

C. Miny=2, maxy=35

D. Miny =-5, max y = -2

GTNN, GTLN ctia ham s6 y =

A)0 B) 2 )3 D) 4
Bai 8:
cy . , L, » . R , a b c \
Cho a, b, ¢ >0, gia tri nho nhat cua biéu thirc + + la
b+c c+a a+b
A)l B) 1/2 C)3/2 D)2

Bai 9:
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Cho a, b, ¢, d >0. Gi4 tri nho nhét caa biéu thirc

a+b b+c c+d d+a
+ + + la
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c
A) 8/3 B)1/3 C)2/3 D)1
Bai 10:
Cho ham s6 y = cos® x —sin’ x . Gi4 tri 16n nhat cta y 1a
A) -1 B)0 )12 D)1
Bai 11:
Gi4 tri 16n nhét va gia tri nho nhét ctia ham sb y= 2x+1 lan luot 1a
X +x+1
A)maxy=1,miny=-1/3 B)maxy=2, miny=1/2

C)maxy=1/2,miny=1/3 D)maxy=3,miny=1/3
Bai 12: ) ]
Gia st x, y, z 1a nhiing s6 duong thay doi théa x +y +z = 1. Gia tri 16n

nhét ctia biéu thie —— +—2— +—= 13
x+1 y+1 z+1
A) 3/4 B) 1/3 O) 1 D)2
Bai 13:

Cho cac sb duong x, y, z sao cho xyz = 1 va n 1a sé nguyén duong. Gia tri nho
nhéit cita bidu thirc (1 i x} + (” y} +(1+ Zj la
2 2 2
A)1l B)2 )3 D) 4
Bai 14:
Cho sin x +sin y +sin z = 0. Gia trj 16n nhét ctia biéu thirc

P=sin’ x +sin* x+sin® x 1a
A)0 B) 12 O)1 D)2
Bai 15:
Gi4 tri nho nhét cua biéu thire:

\/4cosz xcos’ y+sin® (x—y) +\/4sin2 xsin® y +sin’ (x—y) la
A)0 B) 1 C)2 D) 4
Bai 16:

‘ (x+y2)(1—xy)2‘
‘(1+x2) (1+y2) ‘

A)0 B) 12 O)1 D)2
Bai 17:
Cho x, y, z duong va x +y + z=1. Gia trji 16n nhit caa
S = xyz(x+y)(y+2z)(z+x) la
A) 8/729 B) 1/729 0o D) 1/2
Bai 18:

la

Gia tri 16n nhat cua biéu thic
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2. 0<x<3
Cho x, y thay d6i sao cho .
0<y<4
gi4 tri 10n nhét cia biéu thirc (3-x)(4-y)(2x+3y) 1a
A)l B) 6 C)2 D)0
Bai 19:

Gi4 tri nho nhat cua biéu thire
V& +5* =2a—12b+37 +\a* +b* +6a—6b+18

A)2 B)5/2 )3 D)5
Bai 20: ’ ’ .
Cho x* + y* = 1. Gi4 trj I6n nht, gia tri nho nhat ciia P = x + y 1an luot 1a
A)maxP=1,minP=0 B)maXPZO,minPZ-\/E
C)maXPZ\/E,minPZI D)maXPZ\/E,minPZ-\/E
Bai 21:
Cho x* + y* = u® + v*> = 1.Gi4 trj 16n nhét cta P= ‘x(u —v)+y(u+ v)‘ la
A) 2 B) 1 0)0 D) -2
Bai 22:
2 2 2
Cho A ABC gid trj 16n nhit ciia p= S0 A TSI Brsin’C
cos” A+cos” B+cos” C
A)0 B)1/2 C)2 D)3
Bai 23:

Cho X, y, z 1 3 goc nhon théa x + y + z = 90% Gi4 trj 1on nhét ciia biéu
thire

P=\/5+tanxtany +\/5+tanytanz ++/5+tanztanx 14

A) V2 B) \3 C) 443 D) 2+/2
Bai 24:

x,y>0 o . I
Cho , gia tri nho nhat cua
x+y=1

P 2
P=(x+lJ +(y+lj la
X Y
A)25/2 B) 1/2 O)1 D)2
Huwéng dan va dép dén :
1. Tir gia thiét a+b >1 bién d6i tuong duong ta dugc
a +b >3 -3b+1

2
ma 3b2—3b+1:3(b—%J +—>

N
e

2.B
3.D
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4.Tr a+b=1 suyraa’+2ab+b” =1
mit khdc a’—2ab+b’> > 0

trdotaco o +b> > % binh phuong hai vé, két hop véi bdt
a* —-2a’b* +b* >0 taduoc o' +b* 2%.

TRy , 2 n
5. Tu gia thiét tacod b = ac vay :

a+c
2ac+3(a* +¢*
a+b_+c+b :a+3b+c+3a= ac (a 0)24
2a—b 2c-b 2a 2c 2ac
6.C
7.A
8. it p=-4 4 " ¢

b+c c+a a+b

Taco 2P +3) = [ah) (b ) sfera)][ ;5 5 v s
a+ +c +a

(Bunhiacopski cho 3 cip sd)
SuyraP > 3/2
9. A
10. D
11. A
12. Ap dung bunhiacopski cho ba cip s6 tim dugc max = %

13. Tacd HTaZx/;:{l;aj Z\/a_"

Ap dyng ta tim duoc min = 3
14. D
15.C
16. B
17. Ap dung cosi cho 3 s6 :

l=x+y+z23Jxyz
2=(x+y)+(y+z)+(z+x) Z3{/(x+y)(y+z)(z+x)
Nhan vé theo vé, bién ddi tim dugc max = 8/729

18. C6 thé viét lai biéu thirc i cho thanh: é(6 ~2x)(12-3y)(2x +3y)

Ap dung cosi cho ba s6 tim dugc max = 36.
19. D
20. D
21. A
22. D
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23. C
24, Ap dung B.C.S cho 2 cdp ) (1, 1) va (x+l,y+lJ
x Ty

2
Sau d6 bién d6i twong duong ta dugc %(l + LJ < (x + 1

xy
vl x <(x+yf—l
72T 4

:>i24

Xy

2
:>(1+ij >25
Xy

vay min = 25/2
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Phin 4
DUNG PAO HAM PE TIM GTLN - GTNN

A/LY THUYET

1. Dinh nghia gia tri lom nhit
Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén mién D.
Ham s6 f(x) dat gia tri 16n nhat trén D
f(x) < M (1a mdt s6 ¢§ dinh) Vx € D
{EIXO € Dsaochof (x))=M
Kihi¢u: GTLN cua f(x) 1a: Maxf(x)
2. Dinh nghia gia tri nho nhit
Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén mién D.
Ham s6 f(x) dat gia tri nho nhat trén D
- {f (x) = N (1a mot s ¢ dinh) ¥x € D
3x,€ Dsao cho f (x,)=N
Kihiéu: GTNN cua f(x) 1a: Minf(x)

B/ CAC DANG TOAN:

Dang 1: TIM MAX — MIN BANG CACH PAO HAM TRUC TIEP

1. Phwong phap gidi
Bur6e 1: Tim mién xac dinh D ctia ham y = f(x) (néu @ chua cho)
Buéce 2: Tinhy’ = £(x); gidi phuong trinh y” = 0 tim nghiém x € D
Bur6e 3: Lap bang bién thién

£ (x)
f(x)

'4

2. Chiy
Néu ham y = f(x) dat duoc Minf(x); Maxf(x) tri nhiéu diém thi chi can chi ra mot diém
X, €D la du.

3. Baitip

Bai 1: Tim gia tri 16n nhit — gia tri nh6 nhit cia ham:

flx)=x/4—x?

Giai

bicukién: —2<x<2



A2
(%) Ji
[ (x)=0&x=+2

Bang bién thién:
X 2 —V2 \/ 2 2
(x) 0 +

f(x) \ / \

Dua vao bang bién thién ta duoc:
e Maxf(x) =2 dat dugc khi x=1/2
e Minf(x) = -2 dat dugc khi x=—+/2

Bai 2: Chohamsof x+\/4—x
Tim gia tr1 16n nhat va gia tri nhé nhat

Gidi
Piéukién: —2<x<?2

Va4 —x —x
\/4—x
> __
f/<x>=0<:>\/4—x2 =x<:)>{z__(-)xz=x2 <:>_X=\/2
Bang bién thién:

Tacod: f'(x)=

X -2 —V2 2
P T 0
22

f(x) L

Dua vao bang bién thién ta duoc:
e Maxf(x)=2 /2 datduockhi x=y2
e Minf(x)= —2+/2 datduockhi x=—2

Bai 3: Tim gia tri 16n nhat va nhé nhat ctia ham so:

y:\/l—x2+2\3/(1—x2)2

Giai




Piéukién: —1<x<1

e [
)

>0

y'=0&x=0
Bang bién thién:
X -1 0 1
f(x) + 0 -

) o — T

Dua vao bang bién thién ta duoc:
e Maxy =3 dat duoc khix=0
e Miny =0 dat dugc khix =1 hoac x =-1

Bai 4: Tim gi4 tri 16n nhat va gia tri nhé nhat ctia ham sé:

y=x+1 +\/—3x2+6x+9

Gidi
Didukién: —3x>+6x+9>0< —1<x<3
, 6— 6x V= 3x246x+9 +3 - 3x
Taco: y'=1+ =
2/—3x+6x+9 V= 3x246x+9

y/=0&/—3x246x+9 =3x—3

{3x—320 {le
RN , & =x=2

—3x%+6x+9=(3x—3) 12x2—24x =0
Bang bién thién:
X -1 2 3
y +

AN O
1

y O/ \4

Dua vao bang bién thién ta duoc:
e Maxy = 6 dat duoc khix =2
e Miny = 0 dat duoc khi x =-1

Bai 5: Tim gi4 tri 16n nhat va nho nhit cia ham sé:

. T T
y =5c0sx — cos 5x vo1 —Zéxéz




Giai

Taco: y'=—5sinx +sin5x
_kn
y’'=0<% sinS5x =sinx < X_E_,_k_n (keZ)
53
T T . T T
Do 4_x_4nen.x 5,x 0;x G
Bang bién thién:
T _n T T
x 4 6 6 4
y’ 0 - 0 + 0 -
V3 3V3

+
3
y B / \ / \ B
3.2 4 3.2
Dua vao bang bién thién ta duoc:

e Maxy=3./3 datduockhix= %

e Miny =4 dat dugc khix=0

. . xX+y=a
Bai 6: Gid su (x,y) 14 nghiém cta phuong trinh: {x2 =6 —a?

Tim gia tri nho nhat ctia biéu thirc: F=xy +2 (x + y)

Gidi
Hé da cho tuong duong vo1:
xX+y=a {x +y=a

2

<x+y> —2xy=6—a? xy=a’—3

= x,y la nghi€ém cua phuong trinh:

X?—aX+a*-3=0
Phuong trinh nay ¢6 nghiém < A>0< —2<ag<2

luc do: F=xy+2<x+y>=a2—3+2a
F'=2a+2, F'=0&a=—1
Bang bién thién:




a -2 -1 2
F - 0 +

F \

Dua vao bang bién thién, ta duoc: MinF = -4 dat dugc khia =-1

Bai 7: Goi1 x,, x, 1a 2 nghiém cta phuong trinh:

12x2—6mx+m2—4+2=0 (1)
m2

Tim m dé biéu thirc: A =x2+ x2 dat gia tri lén nhat va nho nhét.

Gidi
Diéu kién dé (1) c6 hai nghiém x,, x, 1a: A>0
& om? — 12<m2—4 +1—22>=—3m2—%+4820
m m
—2/3<m<-2
2<m<2+3
Theo dinh ly Viet:

A =xf+x§=<x1+x2><xf+x§— X, x2>

=<x1 + x2> (xl + x2>2— 3x, le

_m|m® 3/ , , 12)|_1( 3
214 12 mA/| m

—2/3<m<=2
2<m<2+/3

[\®)

Xét ham sb: f(m)=m — > v6i

frx)=1+-5>0

Béng bién thién:
X 23 2 2 243
F(x) 1 7 N

s ! T

4 4
Dua vao bang bién thién ta duoc:

e MaxA = % dat duoc khix=2+/3



e MinA = —# dat duoc khix= —2 /3

Bai 8: Goi1 x,, x, 1a 2 nghiém cua phuong trinh:
x2+ax+%=0 (a#0) (1)

Dinh a & A4 =x}+ x4 dat gi4 tri nh6 nhét.

Gidii
Piéu kién dé phuong trinh (1) ¢6 nghiém la: A>0
@az—%20<:>a4—420<:> la|=+/2

X +x,=—a

Theo dinh ly Viet: { 1
xl-x2=—

612
Ta ¢o:

A =x12+x§=<xf+x§>— 2xi x3

2
=<x1+x2 2x1x2] 2x7 x5
2\ 2
— 2~ _ = 4_4+_
(a a’ at a*
8_
/1/:46,3—%=4~6’0152
A'=0ead*—2=0=a=%2
Bang bién thién:
~ 8/~ 8/~
a — 00 —\/2 —\/2 \/2

A -

+ 00

A

Tir bang bién thién, ta duoc:

minA :% dat duoc < a=++y/2

V2

+ 0

N | =

Bai 9: Tim gia tri 16n nhat va nhé nhat ctia ham so:
y=x*—3x| véi —2<x<1

Giai

Ta ¢6: Miny = 0 dat duoc khi x* —3x=0=x=0




y=lx—3x|= x3—3xnéAux3—3xZO

3x —x*néu x*—3x<0
—/3<x<0
x=V3
0<x<.3
x<—43

x3—3x néu[

3x — x° néu

Xétham y, =x*—3x
y,=3x"-3,y,=0&x=*+1

y,=3x>—x’
y,=3-3x%,y,=0&x=+1
Bang bién thién:
X -2 -3 -1 1/3 +00
Yo gt O - %//////////f/////////////////////////
v’z - //////////////////////////////_////////////////

y’

y \/\/2

Dua vao bang bién thién = Maxy = 14 dat duoc khl X= -

Bai 10: Tim gia tri 16n nhét va nhé nhat cia ham sé:

% =x2\/2 — x|

Giai
Didukién: 2 —|x|>0< —2<x<2
béat r=ix| vé1 0<¢r<2
Ham s6 d4 cho trd thanh: y=1>/2 — ¢

, 41=5r
242 —t
=0
y'=0& t—i
5

Bang bién thién:




4
X —
0 s 2
y + 0 -
16 /6
25./5

Dua vao bang bién thién ta duoc:

16 /6
2545

e Miny = 0 dat duoc khi x = %

e Maxy = dat dugc khix=0

Bai 11: Tim gié tri 16n nhit va gié tri nho nhat ciia ham sé:
flx)=x*—6ax*+a’>voi —2<x<1

Gidi
Tacod: f/(x)=4x"— 12ax
/ _ 3 X :O
f (x)—0<:>4x<x _3a><:{x2—3a=0
e Néu a <0 ta c6 bang bién thién:
X -2 0 1
fx)| O 0 +

f(x) T~ —

Tir bang bién thién, ta duoc:
e Minf(x)=/f(0)=a* dat duoc khix=0

e Minf(x)= max{f(l),f(—2)}=max{a2—6a+ 1, a*—24a + 16}

=a’—24a +16
e Néu a>0 thi f'(x)=0=x=0Vx=+.3a
Ta c6 bang bién thién:

V3a

+ 0

P : 0 T

0

+

) | T~ — T T, 7

e Khi x =++/3a thi ham s dat cuc tiéu, do dé:
ham s6 f(x) dat gia tri Ion nhat khi x €2, 1] Ia:




max (x) =max {/(~2) £(0) ./ ()}

f(—2)=a’—24a+16

f(0)=a®
f()=a*—6a+1

Tacod: f(—2)—f(0)=—24a+16
F(0)—f(h=6a—1
f)—f(—2)=18a— 15

Bang xét dau:

0 1 2 S

2 6 3 6 +oo
f(-1) - f(0) + |+ 0
£(0) - f{1) -0+ +
f(1) - f(-2) - 0

& 1 )/ (=2)>£(0)

+Néu 0<ag<—thi

6 {f(—2)>f(1)

f(©

+Néua>§thi 2/(=2)
6 f(0

; — maxf(x)=f(0) =a

Vay: Neu0<a<2th1maxf( x)=f(—2)=a’—24+16

Neua> thlmaxf( )=f(0)=a

e Gia tri nho nhat ctia ham s6: minf(x) =f<i \/3a> =—8a’

minf(x)=a’

Két ludn: + Néu a <0 thi
max f(x)=a’>—24a + 16

maxf(x)=a*—24a +16

+Néu O<a< thi{
3 minf(x)=—8a’



+Néu g> = 3 th1 {

maxf(x)=a

minf(x)=—8a

2

2

Bai 12: Cho AABC c6 ba géc A > B > C. Tim GTNN cua ham sé:

x —sinA x—sinB
f<x>=\/x —sinC " \/x —sinC
Giai
x —sinA
T T A
x—smnC ~
inAd—sinB sinB—sinC
O — + >0
2\/§:2$é(x—smc 2\/ SmB x—smC)
(Do A > B > C nén sinA > sinB > sinC)
Bang bién thién:
X _ sC SinA
o o
) +00 // / +00

sin4 sin B sind —sinB

e Khi x > +o0 thi f(x —>\/

=minf(x)=/(sin4) =\/

sin(C

> - - —
\/smA —sin(C

— 1 dat duogc khi x = sinA

¢ |

sim(C

sin4 — sinB
sind —sin(C

Bai 13: Tim gia tri nho nhat cia ham s6:

. , . . T
y=sin" x +cos” x véi n €N, N>2 va O<x£5

Gidi
R A . Iz T
Xétham s6: f(x)=sin" x +cos” x v1 0 <x <3

[/ (x)=nsin"""

Ixsinx

COSX —ncos””
: s n—2 n—2
=psinxcosx(sm “x—cos" “x
. on=2 - T
f'(x)=0<sin" “x =cos” Zx@xzz

Bang bién thién:




X -2
(%) -

f(x) T~

Dua vao bang bién thién, ta duogc:

o3
ro A

. v 2-n . T
miny =f (Z) =2 2 dat duoc khi x =7

Bai 14: Tim gia tri 16n nhét va nhé nhat cia ham sé:

2
y=v1+x +y/1—x+

X
4

Gidi
Ham sb xac dinh < —1<x<1

/ 1 1 VI—x —/1T+x +x4/1 — x?

x

= — +—=

Y o Tex 2VT—x 2 2o x
y/=0<:>\/l—x—\/l+x+x\/1—x2=0
<:>x\/1—x2=\/l+x—\/l—x

sx(1-x)=2-2\/1-x 1)
Pat 1=\/1 —x? ;0</<1 = x2=1 — 7
Phuong trinh (1) tré thanh:
(1-A)r=201-1ner=1=1-x* =1&x=0
Bang bién thién:
x 1 0 1

2

0
2

y +
Yy ﬁ_Jr%/v

Tir bang bién thién, ta duoc:
maxy =2 x=0

1
\/2_+Z

miny=\/2_+%<:>x=j: 1
Vay: gi4 tri 16n nhat ctia ham s6 14 2 khix =0
gi4 tri nhé nhat ctia ham s6 1 /2 +% Khi x =+ 1

Bai 15: Tim gia tri 16n nhét va nhé nhat cia ham sé:
y=x*vo1 x>0




Gidi
y=x"<Iny=xlnx

/

=lnx+ 1=y =x"(Inx + 1)

P4

y’:0<:>1nx+1:0:>x:é

Bang bién thién:
X 0 1 +00
e
y - 0 *
+00 +0o0
e

Tur bang bién thién, ta duoc: miny = i/lg khi x :é

Ham s khong dat gia tr1 16n nhat.

Bai 16: Cho diém M(1,2). Pudng thang d qua M cit nira truc duong Ox, Oy tai A va B.
Xac dinh phuong trinh dudng thang d sao cho dién tich tam giac OAB ¢6 gia tri nho nhat.

Gidi
Gia st phuong trinh dudng thang d ¢é dang:
y=ax+b(a<0)
Puong thang nay qua M(1,2) =2 =a+b=5b=2—a=5b>2

Dién tich AOAB véi A (- g ,o> va B(0,b)

1| b 16 1 b
S—z‘—g'b—z';—z'b_z
2
Lo =Ab e g p—y
2 (b-2)
Bang bién thién:
S’ - 0 +
S e \ Smin /'+OO

Tir bang bién thién, suy ra:
Sun —4datduoc & b=4=a=-2
Vay phuong trinh duong thang d can tim 1a: y =—2x + 4




o Chuy:
C6 thé lam theo phuong trinh doan chan:
Phuong trinh duong thang d chén trén hai truc Ox va Oy 1a:

X Voo fa>1
© 42 = 1v6i A@O);, B(Ob)va {b> !

o thi 1,2 b __a
]—)ucmgthangdquaM.aer—l:>2—a_l
a
a—1

2_
§ =920 g g2
(@ —1)

Dién tich AOAB: § :% ab=a-

Bang bién thién:
S’ - 0 +

S +OO\S_/+OO

min

Tir bang bién thién, suy ra:
Sin = 4 datduoc & a=2=>5=4
Vay duong thang d can tim 14 % + % =1

Bai 17: Cho A(1.,4). Viét phuong trinh duong thang D qua A va cét Ox, Oy lan luot tai
1

1 .
M,NS&OChOIw+WDh6Dth.
Giai
Phuong trinh duong thing D cat Ox, Oy tai M, N ¢6 dang:
XLV | , fa>1
L2~ 1961 M(a.0); N(O.b) va {b> )
Puong thang D qua A(1,4) nén:
1,4 1 4
a b a b
Taco Loy L1 1 4y L
"OM? ON?* a* p> b b2
17 8 b -8b+17
b

2
Xét ham s6: f(b) =b_i#




, 8h° —34b 4
1 (0) s (0)=0=b =
Bang bién thién:
34 +00
X 4 ?
'(b) - 0 ¥
1 |
flb) | 16 T~ L _—
Tu bang bién thién, ta duoc L+th nhat
s YA E
34 17
Gh=g =y za=17
Vay phuong trinh duong thang D 1a:
8
X2 hay x+4y—17=0

17 24

Bai 18: Xac dinh a dé € gia tri nho nhét ctia ham sé:
y=x*+Q2a+1)x+a*—a—1trén[-1,2] bang 1.

Gidi
Tacd: y'=2x+2a+1
y’:0:>x:—M
2
Xét cac truong hop:
e Truong hop 1:
Néu—2a2+l<—l<:>2a+l>2<:>a>%

Béang bién thién cuay:

W/

Tir bang bién thién, ta duoc
miny =y (~ )=a’~3a — 1
miny=1<a’*-3a—-1=1<a*-3a—-2=0
@6_3 +2¢17 (nhdn)

e Truong hop 2:




—2a—1
<

Néu —1< > 2
o _deg<l
2 2
Bang bién thién ctia y:
2a —1
X 1 - 2 + o0
y’ - 0 +

Yy \ /

Tir bang bién thién, suy ra:
miny = —2a—1 ——2a—§
YEN T2 )T 4

miny:1<:>—2a—%:1<:>a:—§(nhén)

e Truong hop 3:
—2a—1

2
Bang bién thién ctia y:

X -1 2

5
>0 e g<—=
a >

_2a—l
2

T —

Tir bang bién thién ta duoc:

Z

2
miny =y (2)=a’+3a +5 :(a +%) +14—1>l

Vay gia tri cia a can tim la:

Bai 19: Cho phuong trinh: x*>—(a+ 1)x +a*=0
Pinh a dé tong nghich dao hai nghiém ctia phuong trinh trén 13 nho nhét.

Giai
Phuong trinh: x*—(a + 1)x +a*=0 ¢6 2 nghiém x,, x,

@AZO@—%gagl




_l’_
Lic dé: A=— 4L Xit¥s _at]
X, X, XX, a
A +1
Xét ham so: f(a)—aa2 Vo1 — %<a£l(a¢0)

, . a’=2a(a+1) —a-2
[ (a)= a S
f'(a)=0a=-2

Bang bién thién:

f(X) /////

Tt bang bién thién, ta duoc:
minf(a)=min4 =£(1)=2 dat duoc khia =1

Vay gia tri ctia a can tim 1a: a = 1



Dang 2: PAT AN PHU SAU PO DUNG PAO HAM

1. Nguyén nhan dit 4n phu

Do ham f(x) ¢6 dao ham £’(x) phirc tap nén ta dat an phu dé dua vé ham don gian hon.
2. Cac buwdrc giai

Buée 1: Tim mién xac dinh cta ham sb 1a Dy

Bur6e 2: Pit an phu t = h(x) véi h(x) 1a mét biéu thirc nao d6 trong ham sé da cho.

Bur6e 3: Tim mién gia tri ctia t1a D,

Bur6e 4: + Pua ham f(x) vé ham g(t)

+ Lap bang bién thién ctia g(t) trén mién D,
Burée 5: Dya vao bang bién thién = ming(t) ; maxg(t)
= minf(x) ; maxf(x)

3.Bai Tap:

Bai 1: Tim gi4 tri 16n nhat va gia tri nho nhét ctia ham sé:

y=x6 +<1 _ x2>3 trén [-1;1]

Giai
biatr=x?;do —1<x<1nén 0<r<1
Ham sb da cho trd thanh:
(=0 +(1—1),y’ =32-3(1-1)
1
’r_ 2 _ 42 — =
y'=0er=(1 z)@z_z
Bang bién thién:
1
y - 0 +
1 1
. —_—, 1

Dua vao bang bién thién, ta duoc:
maxy =1 dat duoc khi =0 =x=0
V2

min y :% dat duoc khi l:%:>x -2

Bai 2: Tim gi4 tri 16n nhét ctia ham sb:

y=\3+2x— x> +(x—1)"=3




Giai
Pifukién: 3 +2x —x2>0=—1<x<3.
Pt 1=y/3+2x— x> =\/4 —(x— 1)) <2 0<1<2
Ham s da cho tré thanh:

S 1+r-1
y/=1—2t;y/=0<:>t=%
Bang bién thién:

1
— 2

X 0 >

y * 0 -
2
4

, - \_1

1

Dua vao bang bién thién, ta duoc:

. 1

max y :% dat duoc khi 1=~
V15

1
@\/3 +2x — x? :%<:>3+2x—x2:2:>x:1+ 7

miny =— 1 dat duockhi r=2=x=1

X+ xl+x

(x+1)

Tim gi4 tri 16n nhét va gia tri nho nhét.

Bai 3: Cho ham sb: y =

Giai
()c2+l>x+x2 ¥ ¥ \2
Taco: y= = +
aco.y <x2+1>2 x2+1 (x2+1)
y x )
bat r=— Shxc—x+r=1
x°+1
Phuong trinh nay ¢6 nghiém:
t=0 t=0 . .
& {t?&O & [r#0 @—Eszsi
A>0 r—4r>0

Ham s6 d4 cho tro thanh: y =7 +7°



y'=1+2020V1€

11
2°2

Bang bién thién:
X 1 1
2 2
Y +
3
4
Yy
_1
4

Dua vao bang bién thién, ta duogc:

max y :% dat duoc khi t:%:>x -

miny:—% dat duoc khi z:—%;»x:—l

21— x* +/1+x2 41 —x? +3
\/l+x2 +\/1 —x* +1

Tim gia tr1 16n nhat va nhé nhat cia ham so.

Bai 4: Cho ham s6; y =

Gidi
Pidukién: 1 —x*>0& —1<x<1

Pat 1 =\/1+x” +\/1 —x? >2,/1 —x* =22
o x =x(\/l—x2 —\/1+x2>
\/1+x2 \/1—x2 \/1—x4

t/=0<:>x(\/l —x? /1 +x2)=0<:>x=0

Bang bién thién:
X -1 0 1
y’ 0
2

+ -

Theo bang bién thién = /2 <1< /2

Ham sd d3 cho trd thanh:
_P+t+l ., P42

>y -
r+1 (t+1)°

>0vie|v2 2] (1)



— ham s6 (1) ludn ting trén [\/2_,2}
Vay: miny =y<\/2_>=2 V2 —1datduockhi r=y2 =x=1

maxy =y (2) == dat duoc khi =2 =x =0

Bai 5: Tim gia tri nho nhét ctia ham sb:

f(xy)=3 (%+%)—8(§+

= <

)(x;tO,y;tO)

Giai
X
= || =|— —
y y

Theo bét dang thirc Cosy thi [7]> 2

2 2 2 2

X X
va f2=—2+y—2+2:>—2+—2=12—2
X Y

Y

Datt=£+— Y
y X

==+

Yy
X

ham sb di cho tré thanh:
f(t)=3(r—2)—8t=3-81—6

f'(t)y=61t—38
f’(t)=02>t=§
Bang bién thién:
t _ o 2 4 2 + oo

f(t) - __ /// +

ftt) \ / o m

Tir bang bién thién, ta duoc:

miny =— 10 khi 1:2@£+X:2:>x:y
y X

Bai 6: Tim gi4 tri 16n nht va nhé nhit ctia ham sé:

.2 .
sin” x + 2sinx + 3

.2 .
sin” x + 3sinx + 4

Gidi
Dat r=sinx; —1<r<1
+21+3

Xét ham: f(f)=mVéi—l£l£l




2+2r—1

/()=

2
<t2+3t+4>
t=—1—1/2
f()=0&r+2—1=0& \/:
f=—1+/2
Bang bién thién:
t 0 V2 —1 1
(1) - 0 +
1 3
4
fit) \ _ 4 /
V2 +4

Dua vao bang bién thién, suy ra
. . 4 . -
. A= HN=—=—khir=y2 —1
minA4 =minf(7) N V)
&sinx =2 — 1
:>x=arcsin<\/2_— 1>+k27't (keZ)

e maxA4 =maxf(f)=1khi r=—1

Bai 7: Tim gia tr1 16n nhat va nhé nhat ciia ham so:
y :2sin2x + 21+cos2x

Gidi
Pat =2 0<sin‘x<1=1<2" <2 = 1<¢<2

Xétham: f(1)=1+7

4 -4
frn=1-—7=— <0vre[1.2]

Bang bién thién:
t 1

P (t) -

5
f(t) T

Dua vao bang bién thién, ta duogc:

e miny =minf(x)=4 dat dugc khi 1 =2 < sin’x =1

i
=Xx=km+—
x=km 5




e maxy =maxf(f)=5 dat duoc khi 1 =1 < sinx =0 < x =kn (kEZ)

Bai 8: Tim gia tri 16n nhat va nhé nhat cta:
3Vx+3 +4/1—x +1

B=""—= —
4v/x+3 +31—x+1

Giadi
Piéukién: —3<x<1
2 N2
Vi (x/x+3 >+<\/l —x) =4 nén ta dat
2t

xX+3=2-
v 1+£

vo10<r<1

_ 42
V1—x =2~1 lt + 7

— 72+ 12t+9

— 57+ 16t +7
J— 2_ J—
_ 52t — 8t 602 <0Vt€<0,1}
(— 52+ 160+7)
Bang bién thién:
t 0 1
°(t) -

\

Dua vao bang bién thién, ta duogc:

o min B =min/ (1) =f(1) =2 dat dugc khi (=1 =x =1

Khidé: B=

2
fly 7

7
9

o min B =minf(1)=/(0) =7 dat duoc khi (=0 =x=—3

Bai 9: Tim gi4 tri 16n nht va nhé nhit ctia ham sé:

e y4 2 yz x
f(x,y)=?+y—2 ?+; +;+;<X,y¢0>

Giai

bat r=—+

= |

X
Y
vit Ll otnentval ctng dau
y X Y X




*
y

Y

Nhu vay: f=—+2 = || =|> + >2
y X

y

2 2 2 2
== +y—+2:>—+y
y?

x
;— % G )=t4—4t2+2

Xétham sb: f(1)=t'—4r+2 —2(r—2)+2

NE
X

-
X

=1*-2

=

=t*— 617 +1+6v6i t|>2
f()=4r—12t+1
7 (t)=12r—12
f7(t)=0&=1==%1
Bang bién thién:

t — 0

£(t) T

() e

) T
Tir bang bién thién, ta duoc:
minf(x,y)=minf(t)=—4 dat duoc khi 1 =—
& %+%:—2<:>x2+2xy+y2:0<:>x:—y
Ham s khong dat gia tr1 16n nhat.

Bai 10: Tim gia tri 16n nhét va nho nhat cia ham sé:

y=cos’x + +cosx + —4

COS X COsS X

Giai

Pat: t =cosx +
COSX

Laidat: u=cosx;—1<u<1l,u#0

1 1
Xéthélm:t(u)=u+;;t/(u)=l—? OV |u[<1l,u#0
Bang bién thién:




u -1 0 1
t’ - 0 - 0
i) +00
t \ - \ 5
Tu bang bién thién, suy ra; [f|>2
VOL f=cosXx + =cos’x +———=1"—2
cosx cos’x
Ham s6 da cho trd thanh:
y=t*+1—6
1
y’=2t+1;y’=0:>t=—§
Bang bién thién:
t 50 -2 _1 2 + 00

2
7

%

+ oo +00
y \

T bang bién thién, ta duoc:

4 0

miny =—4 datdugc & 1r=—2=x=n + k27 (keZ)

Bai 11: Tim gia tri 16n nhét va nhé nhat cia ham sé:

. 8
y=sin x +cos*x

Gidi
2(1 —cos2x)’

4
16 +cos*2x

Ta c6: y =2sin’ x +cos* 2x =
1 4 4
:§(1 —cos2x) +cos*2x

Dat r=cos2x; —1<r<1

Xeétham sb: f(1)=(1 — 1)+ voi —1 <121

£y == — o)+ ar

2
Vi (t)=0<:>—%(1 — 1Y +4r=0
& 8r=(1 —t)3<:>t=%

Bang bién thién:




t -1 % 1
{0 : 0 T
3 1
o T~ 1 —
27

Tt bang bién thién, ta duoc:
+ maxy =maxf(t) =3 dat duoc khi r=—1

@cos2x:—l<:>x:g+kn<k€Z>

+ miny =min/ () =5 dat duo khi /=

1 1 1
S CcoS2X =— <& X £ —arccos — + mn

3 2 3
maxy =3 khix =g+kn
Vay: | | | (k,meZ)
minyzﬁ khi x =i§ arccos  + mn

Bai 12: Tim gia tri 16n nhét va nhé nhat cia ham sé:

. 1
y=2(1 + sin2x - cosdx) — 5 (cosdx — cos8x)

Gidi
Taco: y=2(1 + sin2x - cosdx)— % (cos4x — cos8x)

=2 + sinb6x — sin2x + snbx - sSin2x
=2+ (3 sin2x — 4sin’ 2x> — sin2x + sin2x (3 sin2x — 4sin’ 2x>

=2 + 2sin2x + 3sin’ 2x — 4sin’ 2x — 4sin’ 2x
Dat 1 =sin2x; —1<r<1
Xét ham s
f(O)=—41*—4F +3P+ 21+ 2 voi — 1 <1 <1
f(t)==168 =120+ 61 +2 =(t + 1)(— 16>+ 41+ 2)

[r=—1
1
(=—1 ——
"Y=0& =
S —82+2t+1=0 2
f=—

1
4

Bang bién thién:




¢ - - + I
(1) - 0 + 0 -
3 3
f(t) S~ T
64

Tir bang bién thién, ta duoc:
+ maxy =maxf(¢t)=3 dat dugc khi r=—1 \/z:%

sin2x =—1 - -
= sin2x=% :>x:—z+kn\/x:5+mn

+ miny =— 1 datduockhi 1 =1 =x =kn +%

maxy=3khix=—%+anx=ln—2+mn
T

4

Viy: (km € Z)

miny =— 1 khix =kn +

Bai 13: Tim gia tri 16n nhat va nho nhat ctia ham so:
.2
y= 3cos*x +4sin” x
3cos*x + 2cos?

Giadi
2
.2 .2
3cos*x +4sin’ x 3<1 —sm x) +4sin” x

- 4 2 = .4 )
3cos”x + 2cos 3sin x +2<1 —sin x)

Pat sinx=r,0<r<1

3 -0"+dr 3°—243 2

C32+2(1—¢t) 32-2t+1 3P -2t+1

Ham y =f£(¢) dat min, max trén [0,1] khi ham g (x)=3¢>—2¢ + 1 dat min, max trén [0,1]

Xét ham s6: y =£(¢)

Ta co: g’(l):6t—2;g’(l):0:>t:%
Bang bién thién:
1
t -1 3 1
g - 0 +
1 2

g(t) \

\




T bang bién thién, ta duoc:
+ ming (1)=2=miny =minf(¢)=2 dat duoc khit=1

@sinzleﬁx:ngmn(mEZ)

+ maxg (1)=2= maxy =max /(1) =1 +3 =4 dat duoc khi /=~

3
o inzx—l@ 1 —cos2x 1
S X =3 2 3

1 1 1
<:>cos2x=§:>x=i§arccos§+mc<n€Z>

miny =2 khix =g+mn
Vay: 1 1
max y =4 khi x =i§ arccos 3 + nn

Bai 14: Tim gia tri 1én nhat va nho nhat ctia ham so:
. 6 .
_ sin x]cos x| +cos® x[sinx|
Isinx| + [cos x|

Giai
Ta cé: |sinx| + [cos x| >sin”x +cos’x =1
nén ham sb xac dinh Vx € R
sin® x|cos x| +cos® x[sinx| [STNX COSX| [|sm x|+ |cosSx|}
Bl |sinx| + |cos x| Bl |sinx| + |cos x|

sin’ x| + [cos® x| :<sin2x +coszx> {|sin3x| + |cos3x|} —cos’xJsin’ x| — [cos® x[sin” x
:{|sinx| + |cos x|} [1 — |sinx| + |cos x|} —cosxsin’x <|sinx| + |cos x|>

Do d6: y =|sinx cos x| {1 — |sinx cos x| — cos®x - sinzx}

I, .
=5 |s1n2x|

1, . 1 . >
1 — > |sin2x| — 4 Sin 2x]
Dat 7 =|sin2x| v61 0<7<1

Xét ham f(z)%z(l—lf_lﬂ):_%zs_%m%,

2 4
in_ 3 1.1
f ()= 8z 2z+2

2
J()=0&1""3

[=—2




Bang bién thién:

t 0

()

+
O | n| O ||

\

\

ft)

Tir bang bién thién, ta duoc:
+ maxy =maxf(7) =f<§> =g dat duoe khi 1=

= |sin2x| :§:>x :j:% arcsin%Jrch (ke Z)

+ miny:—% dat duoc khi 7 =1

& Jsin2x| = 1 :x:i%Jrkn (kez)

3
8

Bai 15: Tim gia tri 16n nhét va nho nhat cia ham sé:
v =|1+2sin3x| + |1 + 2cos3x]|

Gidai
Ham s6 xac dinh Vx € R

Theo dé bai y > 0 nén y dat min, max thi y? ciing dat min, max.
Ta c6: y*=6+4 (sin3x + cos3x) + 2| (I + 2sin3x) (1 + 2cos3x)]|

= y?=6+4 (sin3x + cos3x) + 2|1 + 2 (sin3x + cos3x) + 2sin6x|

Dit 1 =sin3x + cos3x; — /2 <t</2 = sinbx =12 — 1
Lic d6 y*=f(1)=6+4t+21 + 2t +2(— 1)
=6 +41+2)°+2t — 1

—1-V3
=
Tacd: 22+ 2t —1 =0 _
—1++/3
_tz:f
Ca hai nghiém nay déu €[— /2, /2 }

Do dé: f(£)=6+ 41+ 2212+ 21 — 1|

A7+ 81+4 néu —\/2 <1<—

1—%5_\/%5_—1

2

1

—42+8  néu _1;\/3 <t< V3 -

2

2

<t<V2




it f (t)=4+8t+4
S ({0)=8t+8, " (1)=0=1=—1
f, (t)y=—4r+8

f(t)==8t; f,(1)=0&1=0
Bang bién thién:

a | -2 _¢3_2—1 q \/3_2—1 3
Fl(t) - 0 +
() ]

(1) - + 0
/

T bang bién thién, ta duoc:

Ta co: f(—\/2_>=12—8 V2

f<\/2_>=12+8 ¢2_=(2 ¢2_+2)2

f(0)=8

f<$>=4 2TV

f<¢3—2— 1>=4 +2.3

Tu do, ta duoc:

+ minyzzminf(t):<\/3_— 1)2:>miny:\/3_—l

_ 2 _
+ max y? =maxf(1)<(2 V2 +2) = maxy =2 y2 +2

Bai 16: Tty theo m, tim gi tri 16n nhét va nho nhat cia ham sé:

.6 .
y =sin X +cos®x + msinx cosx

r .6 .
Tacod: y =sin’ x +cos®x +msinx cos x

3 3

.2 .
=<Sll’1 X) +<COSZX> + mSIinx Ccosx

Giai

.2 .4 .2 .
=<sm X +coszx><sm X +cos*x —sin xcoszx> + msinx cos x

3 .9 m .
—1—4sm 2x+2sm2x




Dat r=sm2x; —1<¢<1

Xét ham s6: f(z):—%z%r%zﬂvc’yi —1<r<1

=51+
f(H)=0&t= ?
Xét cac truong hop:
o Truong hop 1:
Néu ? <lem<—-3
Bang bién thién cta (t):
7 1 1
o e —
g(t) //

\

Tur bang bién thién, ta duoc:

maxy =max/ (1)=/ (- =i -2

-lk|’_‘ N

miny =minf (1) =£ (1) =
o Truong hop 2:

le

Néu—l<?<l<:>—3<m<3
Bang bién thién cta (t):
1 m
t - 3
() + 0 -
f(t) T T,

Tur bang bién thién, ta duoc:

maxy=maxf(t)=f( )—1 +m—2

. . I m 1 m
miny =minf ()= mln{f mln{2_5’2+5}

1 m 1
+Néu —— —<—+— <x <3 thi =
Neu4 5 4+2:>O x <3 thi miny =

+Néu —3<m<0 thi miny = %+%
o Truong hop 3:



Néu ? >l m>3
Bang bién thién cta (t):

t 1 ﬁ

F(t) + W////////////////////
f(t) / %

Tt bang bién thién, ta duoc:

maxy=maxf(t)=f(l)=%+%

miny =minf(f)=f(—1)= % %
Viy: + m<—3 thi . m
miny = )

2
+Néu — 3 <m <3 thi maxy =1 +%

-Néu —3 <m<0 thi miny = 3‘ %

_l’_
-Néu 0<m<3thi mlnyz1 _m
4 2
maxy =+ + 2
+Néu m>3 thi 4 51



Dang 3: DUNG PHEP THE ROI PAO HAM

1. Phwong phap:
e Khi ham da thitc chtra hai 4n; ba an thi ta tinh 4n nay theo an kia rdi thé vao ham
can tim Min; Max dugc ham mot an.
e Sau do6 dung dao ham.

2.Bai Tap:

Bai 1: Cho hai sé thuc x; y théa man: x+y=2 . Tim gia tri nhd nhat cta biéu thirc
A=x*+y*

Gidi
Tacd: y=2—x=>A=x*+2—x)'
A’ =4x’—402 —-x)'=0=x=1

Bang bién thién:
X — 00 1 + 00
A’ - 0 +

+ OO

N \2/+m

Theo bang bién thién, ta duoc:
MinA=2 datduockhi x=1=y=1

Bai 2: Cho hai s6 duong x;y théa man: x + 2y =3. Tim gia tri 16n nhat cta biéu thirc:

A=vV1+2x +2, /2y —1

Giai
Theo dé: x +2y =3 :>2y:3—x21:>—%£x£2
=A=y1+2x +2/2—x
e 1 1 V2 x — /T2
S VT+2x V2—x  JT+2x /2 —x

A'=0&2—x=y1+2x <:>x=%

Bang bién thién:




| =

A’ +
V15
A Ji0 / \ /5
Theo bang bién thién, ta duoc:
Max A=./15 dat duoc < x =

4
=Yy :§

W | =

Bai 3: Cho hai s x;y duong va x +y=1
Tim gi tri nhé nhat cta biéu thirc: 4 =3""*+9"

Gidi
Taco: y=1—-x>0=0<x<1
Khido 4 =33"+9'* 33x+9%
Dat r=3";v61 0<x<1=1<3"=¢<3
3_
— A= 3z+— LA _3—1—8 3~’t36
A’ =O<:>t=\/€
Bang bién thién:
X 1 NG 3
A’ - 0 +
/36
Theo bang bién thién ta duoc:
MinA = =6 =3°=/6

¢_

1
:>x:§10g36:>y:l —glog36

Bai 4: Cho hai s6 x;y théa man: x*+xy+y?=1 (1)
Tim gia tri 16n nhét va nho nhét cua biéu thae: 4 =x2—xy + »?

Giai
x?—xy+y?
Ta co: A=x2—xy+y2:%
X*+xy+y

Néu y=0thix=+1va A=1



P
NéuyiOthiA= 4 L

2

) +341
2 2(12—1
it 1 = ta duoc: A=%;A'=<7>2;A'=o@z=i1
Y it <t2+t+l>
Bang bién thién:
t — 0 -1 1 + 00
A’

+ 0 - 0 +
A 1 \ , /
) 3
Theo bang bién thién, ta duoc:

+ Max A=3 dat dugc khi 1 =— 1 < y =— x thé vao (1) duoc:
¥=lex=tl=y=F1

+ Min A :% dat dugc khi 7 =1 < y=— x thé vao (1) dugc:

3x%=1 @x:iL:y

V3
Bai 5: Tim gi4 tri 16n nht va nhé nhit cia ham sé:
__ 2yt
S 2xy+2x2+ 1
véi x,y khong ddng thoi bang va théa: x2+ y*=1
Gidi
Theo gia thiét: x>+ y?=1nén:
X
2xy + y? 2wy +y? 2'§+1

2

TOxy+2x2+ X247 2xp+3x2+ )2
ey aymee Ty 2~§+3(§)+1

Pat 1=2
y
. 2t +1
Xét ham sb: f(f)=——0 " —
Stham so: f(1)=35" 75
— 61— 6t

G
" (3z2+2z+ 1)




f’(r)=0<:>—6z2—6z=0<:>{§f0_ |
Bang bién thién:
t — 0 -1 0 + 00
f'(t)

- 0 + 0 -
0 1
ft) T~ 1 T Ty
2
Theo bang bién thién, ta duoc:
+ maxA4 =maxf(t)=1datduockhi r=0=x=0=y==%1

+ mind =min/f(1) =~ dat dugc khi 1=—1 = x=—y

Két hop x>+ y2=1 :x:ii_:y:q:%

V2

Bai 6: Cho x*+ y?—xy=1

Tim gi4 tri 16n nhat va nho nhat ctia ham so: 4 =x*+ y* — x? y?

Giai
Tacd: 1 =x*+ y*—xy>2xy —xy =xy=xpy<1
2

1=x2+ yz—xy:<x +y> —3xy2—3xy:>xy2—%
Tu do, ta duogc: —%gxysl
Bién doi: 4 =x*+ y*— x?)? :<x2+ y2>2—3x2 y?
:<l +xy>2— 3x2y*=1+2xy —2x*y?
Datz:xythi—%szsl

Xétham sb:  f(t)=— 202+ 2t + 1 vé6i —%Stél

f’(z):—4z+2;f’(z):o<:>z:%
Bang bién thién:
6 —x ! 1
3 2
f(t) + 0 -
3
9

Theo bang bién thién, ta duoc:




+ minA:minf(t):é dat duoc @t:—%@x :—y:%
3 1 1
+ max 4 :maxf(t):i dat duoc < (=5 &xy=5

Tur gia thiét: x>+ y>—xy =1

, _
<:><x+y> =1 +3xy=%:>x+y=i\/é

2
1
xy=§
= Giai hé 3
x+y==t4/=
/;
x_\/5_+1 /5 +1
22 22
Ta duoc: \/_ V _\/
RS R
T2 VST 2

(Nh¢ la ta chi can dua vai gia tr1 hoac mot gia tri cia X,y dé A max)

Bai 7: (Dé thi khéi A — 2006)

Cho haisé x,y € R va xz—xy+y2=xy<x +y> (1)
1
v

Y A, 1
Tim gi4 tr1 16n nhat cia: 4 =— +
x

Giai
Piéukién x#0va y=0
bat y=tx (teRvar#0)
(1) tro thanh: x> — x>+ 2 x2 =10 (x + 1x)
& X(1—t+)=x(1+7)

= =t2t_2%tl (t#—1)
2_ 2
Mit khac: A=%+%=X;"’yz3 (o +y>(; ygxy+y)
<x+y>xy<x+y> X+ 2
= x3y3 :( Xy )

. P—t+1
Thé x =———— vao A duoc:
"+t




x4 2_(1+t)2 (t+1)
IS t2(12—1+1
P+t
2 2
(1+1) —  (t+1)
S T E VAT T
(P=1+1)

e Dén day ta tim Min ctia B theo 2 cach:
Cdch 1: dung dao ham
2

1+1 .
XétB=§7>V('JIZ¢O;Z¢lVE‘lZER

—r+1
—3(r2-1)
B'=— 2. B'=0&i=—1V1=
(tz—t+l>
Bang bién thién:
t 00 -1 1 + 00
B’ i 0o + 0 -
1 4
B \ 0 / \1

Theo bang bién thién = max B =4 = maxA =16 dat duoc khit=1

1
=Sy=X —5
Cach 2: Dung diéu kién ¢6 nghi€ém cta phuong trinh:
2
r+1
Ta co: B=ﬁ<:><3— 1)t2—<B+2>f+B— 1=0

Phuong trinh nay c6 nghiém < A>0 (vi B#1)
&(B+2) ' —4(B—1)20<3B°—12B<0< 0<B<4
= maxB =4 =maxA4 =16 datduockhi A=0&r=1

1



Dang 4: DON VE MOT BIEN BANG CACH CHAN TREN
HOAC CHAN DUOI

1.Cdc cach chin:

Cdch 1: Dung diéu kién rang budc ctia an dé chan.
Cdch 2: Ding gia tri cia mot biéu thie.
Cdch 3: Dung bat dang thirc phu nhu bét déng thirc Cosy, Bunhiakopxky

2.Bai Tap:

Bai 1: Cho hai s6 x;y duong thdéa man: x*+ y°<2
Tim gia tri 16n nhét ctia ham s6: 4 =x>+ )

Giai

Tacd: x*+)°<2= )’<2 — ¥ e y<y2 —x°

& x+ y2Sx2+§/<2 —x3>2 =f(x)

4 2 . —
Xét ham s6: f(x)=x2+§/<2 —x3> V61 0 <x<y/2

2X2 o \3/<2—x3>_x
_x3
0

f/<x>=0<:>F¢Z_T=x Sr=l(0sr=y2)

£ (x)=2x -

Bang bién thién:

X 0 1 NS

£ (x)

+ 0 -
2

Theo bang bién thién = f(x)<2 =A< f(x)<2
= maxA4 =2 datduockhi x=1=y=1

Bai 2: Cho 3 sb x,y,ze[O, 1} va‘wc+y+z:i

2

Tim gi4 tri 16n nhét va nhé nhét cua: A =cos <x2 + 32+ zz>

Giai

e Tim gié tri 16n nhét:




Ta ¢o: %zx +y+z£\/3 <x2+y2+zz>

= x2+y2+222%,\11xy,z€[0, l}nen

Xty ex4yrz=a<l
g=r Ty YTETE 70

3
= cos<x2+ y2+zz>£cosz

=  max4 :cos% dat dugc < x =y :z:%

Tim gia tri nho nhét:
Khéng mat tinh tong quat, gia st trong ba sb thi:
zZny:%ézél
2
A 2 2 2 2 2 3 2
Taco: x“+y“+z :<x+y> —2xy+z 57 +z7—=2xy

2

S(%—z) +z%(do —2xy<0) :222—3z+%
s £ ) o .1
Xéthamso: f(z)=2z —3Z+ZVO'1 Eézél
f'(z)=4z -3
£1(z)=0=x=>
4
Béang bién thién:
1 3
Z E Z 1
£(z) - 0 +
> >
f(z) 4 \ / 4
Tl bang bién thién, suy ra: f(z)<>
5 7 5
2 2 2 - had 2 2 2 -
=X +)y+z <4<2 :>cos<x +y +Z>ZCOS4

. 5 Cjz=1
= minA =1 dat duoc khi {xy =0



z=1 z=1
y=0 x=0
M PEA N
=2 Y=3
1 1
1 zZ== zZ==
. z== 2 2
hodc _20 S0 V y=0
e y=1  |x=1
R 3 .. 1
Vay: maxA:cosZkhwc:y:E:z
x=0 x=1 x—l
. 5 .. 1 y=0 2
minA4 =cos - khi y=§\/ 1 \% y=0
z=1 2 z=1

Bai 3: Cho x, y déu duong va théa mén: x +y =1

L : : 1 1
Tim gia tri nho nhat ciia ham so: f(x,y)=x>+— + y*+

Giai

, X+ y 1
Tacod: f(xy)=x>+y*+ e =<x2+y2><1+ > 2)

Theo bét déng thie Cdsy thi:

1 1 2
_ 2 2 —
f(x,y)-(x +y )(1 +x2y2>22xy<l +x2y>_2xy+xy
Tur gia thiét x + y = 1, theo bat dang thic Cosy thi:

122\/W:>O<xy£%

bat r=xy; O<t£l

4
e Ln A 2 1
Xét ham so: f(l):2t+7;0<téz
2 -1 1
=2 —"= < —
fn=2-5=2— ()Vte<0,4]
Bang bién thién:
1
t 0

) -




+00
0 T

17
2

fmin
Tlr bang bién thién, ta dwoc: f(¢)>f] ( >
. 1A 17 o1
= f(x,y) nho nhat = dat duoc khi ¢ =7
1

1
<=>Xy:Z<:>X:y:5

Vay: minf(xy)="5 dattai x=y =2

Bai 4: Cho hai sb x, y duong déu théoa man:
x2+y2=x\/1 — ¥ +y1—x?

o : 2 1 1
Tim gia tri nho nhat cia biéu thirc: 4 =x*+ P yi+ 7

Gidi
Theo bét déng thire Buniacopxki, ta co:

x4 yr=xy /1 - P wyfl - g\/<x2+y2>(2—(x2+y2>)
:><x2+ y2>2£<x2+y2>(2—<xz+ y2>)

& xP+y?<2 — (x +y> & 0<x?+y*<1

Bién doi: A=x%+y? +L+L (x +y><l+ 21 2)
x? x*y

y?
Theo bat déng thire Cosy:
2 2
x2y2S<x ;y> :>x21 =2 4 >
Y ()
Do do: A2<x2+y2> 1+L2 =x>+ y>+ 4 >
<x2+y2> X'y

bit r=x*+y*thi0<r<1

Xét ham sb: f(t):t+%véio<tﬁl

fn=1 —f—zwe(o,l}



Bang bién thién:

t 0 1
f(t) -
+00
Aty T
fmin
Tir bang bién thién, ta duoc:
minf(¢)=f(1)=5 dat duoc khi r =1
=mind =1
Gia tri nho nhat dat duoe < =1 x>+ y*=1
x2=y2
dong thoi A Sx=y _ L
> V2
F7 i+
: . 1
Vay: min4 =5 dattat x =y =——+
1y attalr x =y NG
Bai 5: Chohai sb x,y e (O, 1) thoaman: x +y=1
Tim gia tri nho nhét cua ham sb: f(x,y) =x"+ y*
Gidi
Xétham sb:  f(1)=Int —t+1v6i 0 <t
F0=1— 1.1 (=0 1=1
Bang bién thién:
t 0 1 + oo
() + 0 -
2
— 00 — 0

Theo bang bién thién = £ (x)< 0 V¢ (0, + o)
Do do: Vx,y>0thix~f<%>+y~f<L>£O
& x lnL—L+l + lnL—L+1 <0 (vix,y>0)
2x  2x Y 2y 2y =UviRY

1 1 \
— —< ty=
@x1n2x+y1n2y_0(sudungx y=1)

& —xIn2 —yIn2y <0 & — 1% 27 —Inx*- y7<0




& Inx® y’>1nx2 =Y :1n%<:> X< yyz%

Mit khac, theo bat ding thirc Cosy:
- 1 -
xXT+ Y22, /x%yr 22—=4/2
N N
= f(xy)= /2 = minf(x,y)=1/2

dat duoc < x =y :%

0| =

Vay, gia tri nho nhat cia f(x,y) 1a /2 dattai x =y =

Bai 6: Cho a®+ b*+ =4, va xe(O, g)

Tim gia tr1 16n nhat va nhé nhat cia ham so:
y=a+b+/2 sinx + c¢sin2x

Gidi
Theo bét déng thire Bunhiacopxki:

—a+b 2 sinx +csin2x <, [ a?+ b+ )1 + 2sin” x +sin’ 2x
y v (

=2 \/1 +1 —cos2x + 1 —cos?2x =2\/3 — ¢c0s2x —cos?2x
Dat r=cos2x;, —1<t<1

Xétham s6: f(1)=3 —t—1>,f (t)=—1 —2z;f’(z):0:>z:%

Bang bién thién:
1
t -1 3 + 00
£(t) + 0 -

T T~

Theo bang bién thién, suy ra:

f(l)é%:y2£4-%:l3 = /13 <y<y/13

= maxy =+/13 dat duoc

@l——l@) 2x——l:>x—£
=—3 cos2x = > =3
. .1 2sinx sin2x 1 /6 V3
DA h‘ L= = —_—=— =
ong tho a b c :>a 2b 2¢



V6

b=——qa
= ~ thévao: a’+ b +32=4
N
2
_2.6
3 3 4 VI3
Ta @ Atz at+=a’= = —
auoca+2a+4a 4=aqa \/13:> _2\/3
_—\/ﬁ
va gia tri nhd nhét cua y 1a:
miny =—+/13 dat dugc
w=X
3
A 4 2.6 2.3
a=———,b=— ,C=———
V13 Vi3 V13
T
X=§
Vay: + maxy =1/13 & o 4 b_z\/g 0_2\/3—
V13T a3 /13
T
X=§
+ miny =—+/13 & 4 2.6 23




Dang 5: DUNG PHEP LUQNG GIAC HOA KET HQP
VOI PAO HAM

1. Phwong phdp:

e Khicac an x; y thoa man: x2+ y2=a? (a>0)
thi dat {xza sint
y=acost

. R . 2 2,

e Khicac an x; y thda man: (x —a) +<y—b> =R

. 4x, |X —a=Rsint

thi dat {y—bchost

e Khicéc an x; y,z théaman: xy + yz + xz =1 thi ta dat
x:tan—'y:tanE

2 2
e Khicac an x; y;z théaman: x +y +z=xyz

2

'z:tangvéi 0<A4 B C<m

thi dat x =tanA4;y =tan B,z =tan C vdi1 —%<A, B, C<g

2.Bai Tap:

Bai 1: Cho hai s6 x; y duong théoa man: x?+ y?=1
1 1

Tim gia tr1 nho nhat ctaham s6: y=— +—
X

Y
Gidai
X2+ yi=1 i x =sinf
Vi nén ton tai IE(O, —) sao cho:
x’y>0 2 y=COSt
o, 1 1
Khidé: A=—F—+—5
sinf Ccos’ [/
A 3 cost 3sint_3 sin’ f —cos’ ¢
sin‘z  cos*t sin’ f-cos*t
. i
A/:O@smslzcosSl@l:Z
Bang bién thién:
i i
z 0 4 2
f(z) - 0 +

) | T 4y —




Tir bang bién thién, suy ra:

. _ . 2

A=4 /2 dat duockhi r=> = -
min V2 dat duoc khi 2 /3
2

Bai 2: Cho hai sb x; y duong théa mén: x +y=1
. . . 1

Tim gia tri nho nhét cua: A=x"+ y*+— +—
X Y

Gidi

Cfx+y=1 0<x<1

i x>0 én 0<y<l
x =sin"t
Pat (¥ =cos’t
T
<t<=
0<r 5

ey . 1
Khi do: 4 =sin'7+cos*t+—+——
sin £ COs'f

=<l—%sin22t><l+ .1462>
sin 2t
\ T . .2 1 .2 . 16
Vio<r<—nénsin2t<1=1——sint>2-val+—
2 2 2 sin” 2¢

| 16 17
=1 —=sm 2t |1+ >—
( 2 >< sin42t> 2

>17

Ny z% — minA :% dat duoc khi sin27 =1

=
I

=l
~4
y:

D= N =

Bai 3: Cho hai s6 x; y duong théa: x +y =1
Tim gi tri nho nhét ctia: A =——— 1 —2
V1I—x \/1 -y

Gidi
Theo gia thiétx, y>0vax+y=1
=0<x<lvalO<y<l



.2
- X =S1m o /- T
Dat { . V61 0 <a< >

y=cos o
.2 2 .2 2 .3 3
. sin” o cos” o sin“ o cos“a  sin oL +cos” o
. 2
\/l _sin’a \/l _coslg Coso  smna SINOLCOSCL
(sina + cosat) (1 — sinocosat)
B SINCLCOSOL

V(’yiO<oc<g:>1<t<\/f

. -1
Lac d6 sinocosa = >
2
t(l = ;1) 3tr—+r
Xétham so: A=f(t)= o1 S
2
Bang bién thién:
t 1 V2
() -

f(t T,

T bang bién thién, ta duoc:
minA = minf(t) = /2 dat duoc khi 1 =+/2

x=x

:>sin(oc+£)=l(:>og=£:> 2
4 4 1

Y=2

Vay, gia tri nho nhat ctia A 1a;
mind =/2 dattai x =y :%

Bai 4: Cho ba sé x; y; z déu duong théamén: x +y +z=xyz (1)
Tim gia tr1 nho nhét cua: T:l + 1 + 1
X Yy z

Giai

Dat x =tanA4; y=tanB; z =tan C, v61 0 <A4, B, C<g




(1)< tanA +tan B+ tanC =tanA4 - tan B- tan C
& tand +tanB=—tanC (1 —tanA- tan B)

tan4 +tan B
1_tanAtanB——tanC<:)tan(A+B)—tan(—C)
SA+B+C=n (2)
1 1 1
Khi d6: T_tanA+tanB+tanC_cotA+cotB+cotC>O

Tur (2) ta chimg minh duoc:
cotAcotB+cotBcotC+cotCcotd=1
Nhu vy: 72 =(cot 4 + cot B + cot C )’
=cot’ 4 +cot’ B +cot’ C + 2 (cotA cot B+ cot Beot C + cot C cot 4)

=cot’ A +cot’B+cot?C +2
Theo bat dang thirc Cosy ta co:

cot’4 +cot> B>2cotA-cot B

cot’ B +cot>C>2cot B-cotC

cot*C +cot?’4>2cot C-cot4
Cong ba bit dang thirc ta duoc:

2 (cotzA +cot? B +cot? C) >2 (cotAcot B+ cot Beot C+ cot Ccot4)

= cot’A +cot’ B+cot>’C>1
=1*>3=T>,/3

=min7=+/3 dat duoc < cotA =cot B=cotC
@A:B:C%



