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Los numeros en paréntesis indican las secciones en las que se explica el material,

Conjuntos (1-1, 2-4, 3-5)

aeAd a es un elemento del conjunto 4
agA a no es un elemento del conjunto 4
%] Conjunto vacio o nulo

{x|p(x)| Conjunto de todas las x tales que p(x) sean verdaderas
ACBEB A esunsubconjunto de B

AUB {x|xeAoxe B}, unién

ANB  {x|xeAyxe B}, interseccién

Sistemas numéricos (1-1, 2-5)

N Nimeros naturales
Z  Enteros

Q Numeros racionales
R Nuameros reales

C  Numeros complejos
NCZCcQCRCC

Propiedades de los nimeros reales (1-1, 2-1)

Para todos los niimeros reales a, b y c:

a+b=b+a; ab=ba Propiedades
conmutativas
at(b+c)=(a+b)+ec; a(bec)=(ab)e Propiedades
asociativas
alb+c)=ab+ac Propiedad
distributiva
a+0=a; l-a=a Identidades
a+(-a)=0; a(lla)y=1,a#0 Inversas
ab=0 siysélosi a=00b=0 Propiedad cero

Exponentes y radicales (1-2, 1-5, 1-6, 1-7)

a"=a-a---a (nfactoresdea),ne N
a=1, a=#0
a‘“=l—, az0,nekR

@
b =</b" (raiz nésima de b)

Productos especiales (1-2, 1-3)

(@a—ba+b)=a* -
(@a+ b)?=a*+ 2ab + b
(@a=bl=a—2ab+ b
(@a—b)a@+ab+b)=da - b
(@+b)@®—ab+bP)=a"+b

Desigualdades e intervalos (2-3, 2-4, 2-8)

a<b aesmenorqueb

a<b aesmenorqueoigualab

a>b aesmayorqueb

azb aesmayorqueoigualab

(a, b) Intervalo abierto; {x |a <x <b}

(a, b] Intervalo abierto parcialmente; {x|a <x< b}
[a, b) Intervalo abierto parcialmente; {x |a<x <b}
[a, 5] Intervalo cerrado; {x |a<x<b}

Valor absoluto (2-4)

h‘|={ xsix20

—xsix<0
=2
V=[x
kl<p siysolosi -p<x<p; p>0
jl>p siysélosi x<—pox>p; p>0

Formula cuadratica (2-6)
Si ax? + bx + ¢ =0, a # 0, entonces:
e -b+ Vb -dac

2a

Coordenadas rectangulares (3-1, 3-2)

Cpy) Coordenadas del punto P,
d=Vi,—x P+ @,-y) Distancia entre P(x,, y,) y
Pyx, »,)
( Xt ¥ Punto medio de la recta que
2 2 unea P yP,

Pendiente de la recta que pasa

D % T
por P,y P,

Xy =y



Notacion de funcién (3-3, 3-5, 3-6)

S(x) Valor de fen x
(f° g)x)=f[gx)] Funcién compuesta
S Valor de la inversa de fen x

Ecuaciones lineales y funciones
(2-1, 3-2, 3-4)

y=mx+bs Forma pendiente-interseccion
(y—y,)=mlx-x) Forma punto-pendiente
flx)y=mx+b Funcié6n lineal

y=b Recta horizontal

x=a Recta vertical

Formas polinomiales y racionales
(1-2, 1-3, 1-4, 2-8, 3-4, 4-1 a 4-5)

flxy=axt+bx+e Funcion
cuadratica
fy=ax"+a, _x"'+--+axta, Funcion
a, # 0, n es un entero no negativo polinomial
X
flx)= pLx) . pY q son funciones Funcién
q(x) polinomiales, g(x) # 0 racional

Funciones exponenciales y logaritmicas
(5-1a5-5)

Sx)=b,b>0,b%1 Funcién exponencial
fx)=log,x,b>0,b#1 Funcion logaritmica
y=log,x siysolosi x=b" b>0,b#1

Matrices y determinantes (6-1, 7-1 a 7-6)

[a b C] Matriz

d e f

a b c

d e f| Determinante
g h i

Secuencia aritmética (8-3)

Ay Ay e oe s Apy v s Férmula de diferencia
a,— a,., =d comun del nésimo
=g, +((n-1)d término

)
s
|

S,=a,+--+a,= ;[Za. + (n — 1)d] Suma de n términos

t
B
I

n
5 (al + an)

Secuencia geométrica (8-3)

7 PO PORUSY”
a’l . ’
—=r Radio comtn
au-—l
a, = a,r""'  Férmula del nésimo término
a, —a,r" i
S, =a++a,= ’T-—'—, r # 1 Suma de n términos
-r
a, —ra
S, =—= r#1
1=r
a, Suma de un nimero
L e ey | €Y i Foie
$-=a 2 1—r Il infinito de términos

Formulas factoriales y binomiales (8-4)

n=nn-1-:--2-1, neN n factorial
0ol =1

n n!
()“—(T{ sy

(@a+b) = E :)a""‘b', n=1 Férmula binomial

k=0

(Contintia en la contraportada)
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PREFACIO

Algebra es uno de los tres libros de precalculo en la serie del autor. En esta edicion se
incluyeron varias mejoras gracias a la generosa respuesta de un gran numero de usua-
rios de la edicion anterior, asi como a los resultados del trabajo de investigacion de los
instructores, al trabajo de los departamentos de matematicas, de los organizadores de
cursos y de los catdlogos de las escuelas. También es fundamental para el mejoramiento
y efectividad del libro, su uso en el salon de clase y su retroalimentacion, ambas condi-
ciones de las que esta sexta edicion de Algebra se ha beneficiado ampliamente.

Enfasis y estilo

El texto est4 escrito para ser comprendido por los estudiantes. Se puso gran cuidado en
que su contenido fuera matematicamente correcto y accesible a los estudiantes. Se puso
mayor énfasis en las habilidades computacionales, ideas y en la resolucion de proble-
mas que en la teoria matematica. Se omitieron la mayoria de las derivaciones y pruebas
excepto en los casos en que su inclusion clarifica de manera importante la comprension
de un concepto en particular. A menudo los conceptos generales y resultados se presen-
tan hasta después de haber analizado los casos particulares.

Ejemplos y problemas seleccionados

Se incluyeron més de 270 ejemplos totalmente resueltos para introducir conceptos y
para demostrar las diversas técnicas en la solucion de problemas. Después de cada
ejemplo se incluyen problemas similares seleccionados para que el estudiante los re-
suelva mientras lee el material. Esto involucra de manera activa al estudiante en el
proceso de aprendizaje. Al final de cada seccion se incluyen las respuestas de los pro-
blemas seleccionados para que se encuentren facilmente.

Exploracion, analisis y grupo de actividades

Cada seccion contiene cuadros de exploracion y andlisis, colocados en lugares adecua-
dos, con el fin de animar a los estudiantes a pensar acerca de la relacion o proceso antes
de que se dé el resultado o para investigar otras consecuencias de un desarrollo en el
texto, asi como el de motivarlos a verbalizar los conceptos matematicos, resultados y
procesos, como se hace con los problemas seleccionados y en problemas particulares
en casi cada conjunto de ejercicios. El material de exploracion y andlisis también se
puede usar tanto en clase como en actividades de grupo extraescolares. Ademas, antes
del repaso incluido al final de cada capitulo, se insert6 un capitulo especial de activida-
des en grupo que involucran diferentes conceptos analizados en el mismo. Todas estas
actividades especiales se resaltan para enfatizar su importancia.

Conjuntos de ejercicios

El libro contiene mas de 4 000 problemas. Cada conjunto de ejercicios estd disefiado de
manera que un estudiante promedio o por debajo de él experimente el éxito y de que
represente un reto para un estudiante muy capaz. La mayoria de los conjuntos de ejerci-
cios estan divididos en los niveles A (de rutina, facil mecanizacion), B (mecanizacion
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mas dificil), C (mecanizacion dificil y algo de teoria) y aplicaciones. Los problemas de
aplicacion mas dificiles estin marcados con dos estrellas (**), los de aplicacién mode-
radamente dificil con una (*), y los de aplicacion mas facil no estan marcados. Note,
por favor, que a veces se le pide al estudiante realizar los ejercicios a mano y después
comprobar sus resultados con la ayuda de un dispositivo de graficacién, aunque el uso
de éste es opcional.

Aplicaciones

Uno de los principales objetivos de este libro es proporcionar a los estudiantes una
experiencia importante en el modelamiento y resolucién de problemas del mundo real.
Se incluyen suficientes aplicaciones para convencer aun al mas escéptico de que las
matematicas son realmente utiles. Se incluye también un indice de aplicaciones para
ayudar a la localizacién de algunas en particular. La mayoria de las aplicaciones son
versiones simplificadas de problemas del mundo real, tomados de revistas y libros pro-
fesionales, por lo que no es necesario ser especialista para resolver cualquiera de las
aplicaciones.

Como muchos estudiantes se preparan para el estudio de calculo con este libro, los
ejemplos y ejercicios que son especialmente adecuados para esta materia se marcan

con [

Tecnologia

El término genérico “dispositivo de graficacion” se usa para referirse a cualesquiera de
las diferentes calculadoras gréficas o paquetes de software para computadora de los
que podria disponer el estudiante que usa este libro. Aun cuando el uso de un dispositi-
vo de graficacién es opcional, es comin que muchos estudiantes y maestros quieran
usar alguno, asi que para ayudarlos desde el capitulo 3 hasta el final del libro, se inclu-
yeron actividades opcionales en las que se puede usar algin dispositivo de graficacion.
Se incluyen ademas breves analisis, ejemplos o partes de ejemplos resueltos con un
dispositivo de graficacion, y también problemas para que el estudiante los resuelva.
Todo el material que ofrece la opcion de usar un dispositivo de graficacién esta clara-
mente identificado con el simbolo = y se puede omitir sin que se pierda la continui-
dad, si asi se desea.

Graficas e ilustraciones

Todas las graficas e ilustraciones incluidas en esta edicion son nuevas. El total de las
graficas se realizaron por computadora para asegurar su exactitud matematica. Las
pantallas del dispositivo de graficacién que se muestran en el texto son las salidas
reales de una calculadora grafica.

Ayudas importantes a los estudiantes

Para indicar las anotaciones de ejemplos y su desarrollo se usan leyendas a color, esto
con la finalidad de ayudar a los estudiantes a superar las etapas criticas. Los cuadros
con lineas discontinuas (cuadros para pensar) se usan para encerrar los pasos que a
menudo se realizan mentalmente. Los cuadros con pantalla (sombreados) se utilizan
para resaltar definiciones importantes, teoremas, resultados y procesos paso a paso.
Los cuadros de atencién aparecen en las partes del texto en las que es frecuente que
los estudiantes se equivoquen (véase la seccion 2-7). El uso funcional de cuatro colo-
res mejora la claridad de muchas ilustraciones, graficas y desarrollos, y guia a los
estudiantes a través de ciertos pasos criticos. Las letras negritas se usan para introdu-
cir nuevos términos y resaltar comentarios importantes. Las secciones de repaso del
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capitulo, incluyen un repaso de todos los términos importantes y simbolos, asi como
un extenso ejercicio de repaso. Los ejercicios de repaso acumulativos que se encuen-
tran después de cada segundo o tercer capitulo proporcionan practica adicional a los
-estudiantes. Las respuestas a los ejercicios de repaso, insertados en secciones ade-
cuadas, se incluyen al final del libro. Las respuestas a todos los demas problemas
impares también se encuentran al final del libro. Los resiimenes de formulas y sim-
bolos (colocados en las secciones en que se introdujeron) se encuentran en las solapas
interiores del libro para una adecuada referencia.

Cambios principales de la sexta edicion

Como antes se menciond, las actividades de exploracién y analisis se distribuyeron de
manera uniforme en todo el libro. Esos nuevos elementos incluyen preguntas de explo-
racion y analisis en el texto y en los conjuntos de ejercicios, asi como en las actividades
de grupo del capitulo. El material en el que el uso de los dispositivos de graficacion es
opcional estd también distribuido uniformemente.

En el capitulo 2, las ecuaciones lineales y sus aplicaciones se abordan en una
seccidn, y se agregd una nueva en la que se estudian los sistemas de ecuaciones lineales
y sus aplicaciones.

En el capitulo 3, se combinaron las secciones de ayudas para graficacion de fun-
ciones y operaciones con funciones, esto con el fin de exponer estos temas en forma
mas concisa. Ademas se traslado la seccion sobre funciones racionales al capitulo 4.

Se organizo y revisé ampliamente el material del capitulo 4, esto debido en gran
parte al efecto que los dispositivos de graficacion han tenido en algunos de esos temas.
La seccion 4-2 trata ahora con los métodos para encontrar las raices exactas, incluyen-
do todas las raices racionales, y en la seccion 4-3 se realiza un acercamiento a las raices
reales.

Como en esta edicion se aborda en el capitulo 2 la resolucion de dos ecuaciones
lineales con dos variables, la primera seccion del capitulo 6 ahora se concentra en los
meétodos graficos y métodos para matrices, y en el capitulo 7 se dedica una seccion a la
suma y multiplicacion de matrices.

Las técnicas de conteo se cambiaron al capitulo 8 y se eliming el material restante
de probabilidad.

Material de apoyo

Un conjunto amplio de materiales de apoyo, tanto para el estudiante como para el maestro,
esta disponible para usarse con este texto.

Libro del maestro: Este auxiliar contiene todo el material del texto de la edicion para
el estudiante, ademas las respuestas a todos los ejercicios del libro de texto. (La edicion
para el estudiante contiene las respuestas a los ejercicios seleccionados.)

Manual de soluciones para el estudiante: Este suplemento, escrito por Fred Safier
"del City College de San Francisco, esta disponible a la venta al estudiante, e incluye
soluciones detalladas de todos los problemas impares y de la mayoria de los ejercicios
de repaso.

Manual de soluciones para el maestro: Este manual, escrito por John R. Martin del
Tarrant County Junior College, proporciona soluciones a los problemas pares y res-
puestas a todos los problemas del texto.

Manual de recursos del maestro: Este suplemento proporciona transparencias maes-
tras y examenes muestra, preparados por Mark Serebransky del Camded County College,
para cada capitulo del texto.
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Banco de reactivos impresos y en disquetes: Se dispone de un banco de reactivo para
computadora, preparado por la compaiiia ESA con la colaboracion de Thomas Roe de
la South Dakota State University, dicho banco proporciona una variedad de formatos

- que le permiten al maestro crear pruebas usando tanto preguntas de examen generadas

mediante algoritmos como mediante el banco de reactivos estatico. Este sistema de
examenes le permite al maestro escoger preguntas, ya sea manual o aleatoriamente por
secciones, tipos de preguntas, nivel de dificultad y otros criterios. Este software de
examenes esta disponible para computadoras personales y Macintosh. Una versién del
banco de reactivos, impresa en pasta suave, preparada por Mark Stevenson del Oakland
Community College, proporciona la mayoria de las preguntas que se encuentran en la
version para computadora.

Series de video por Barnett/Ziegler/Byleen: Curso en video, nuevo y creado para
esta edicion, proporciona a los estudiantes refuerzos para la comprension de los temas
presentados en el libro, ubicados de manera especifica en el texto y que poseen una
efectiva combinacion de los métodos de aprendizaje, incluyendo la instruccién perso-
nal, gréficas en el estado del arte y aplicaciones del mundo real.

Diagrama interactivo en CD-ROM: Este paquete de software estd disponible a la
venta para el estudiante. Este CD contiene 45 diagramas interactivos que se disefiaron
para usarse con este libro. Cada diagrama interactivo (DI) es una versién separada de
Java Aplett que contiene una ilustracion que el usuario puede manipular para ir mas all4
de la comprension conceptual del tema presentado. En cada seccion del texto para el
que se ha creado un DI, se ha colocado un icono @ en el margen.

Exactitud

Debido a la cuidadosa revision y prueba de la obra por diferentes maestros de matema-
ticas (realizada en forma independiente), los autores y editores creemos que estd
sustancialmente libre de errores. Sin embargo, si encontrara alguno, le agradeceriamos
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AL ESTUDIANTE

Para ayudarle a obtener lo mejor de este libro, y de su esfuerzo, se sugiere lo siguiente.
Estudie el texto siguiendo el proceso de cinco pasos que en seguida se enumera.
Para cada seccion:

Todo lo anterior se debe hacer con una calculadora, suficientes hojas de papel,
lapices y un recipiente para la basura a la mano. De hecho, no se deberia leer un libro de
matematicas sin lapiz y papel a la mano; las matematicas no son un deporte para verse.
Asi como no se puede aprender a nadar observando nadar a otra persona, tampoco se
puede aprender matematicas solo con estudiar los ejemplos resueltos (se deben resol-
ver problemas, y montones de ellos).

Si tiene calculadora grafica o acceso a una computadora con software matemati-
co, como Maple o Mathematica, debe poner especial atencion a los comentarios, cua-
dros de exploracion y analisis y ejercicios marcados con el icono 4. Este es material

opcional que se ha incluido para ayudarle a aprender de manera efectiva el uso de la
tecnologia como parte del proceso en la solucién de problemas. Si no tiene acceso a
estos dispositivos, omita este material, ya que podria implicar cilculos que no se pue-
den realizar a mano.

Si se le dificulta con el curso, entonces, ademas de realizar las tareas regulares,
invierta mas tiempo en los ejemplos y problemas seleccionados y haga més ejercicios
tipo A, aunque no se le hayan asignado. Si, por el contrario, le parece demasiado facil,
entonces realice mas ejercicios tipo C y problemas de aplicacion, aun cuando no se le
hayan asignado.

Raymond A. Barnett
Michael R. Ziegler
Karl E. Byleen
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1 Operaciones algebraicas basicas

A menudo se hace referencia al dlgebra como una “matemdtica generalizada”. En
aritmética se trabaja con las operaciones basicas de suma, resta, multiplicacién y
divisién realizadas con niimeros especificos. En dlgebra se continda usando todo

- lo que se conoce en la aritmética, pero ademas, se razona y trabaja con simbolos

que representan uno o mas nimeros. En este apéndice se repasan algunas opera-
ciones algebraicas bdsicas que por lo general ya se estudiaron en cursos anteriores.
El material se puede estudiar sistematicamente antes de iniciar con el resto del
libro, o repasar conforme sea necesario.

SECCION 1 "1

* Conjuntos

Algebra y numeros reales

*  Conjuntos

*  El conjunto de niimeros reales

*  Larecta numérica real

*  Propiedades basicas de los numeros reales
= Otras propiedades

*  Propiedades de las fracciones

Las reglas para manipular y razonar con simbolos en algebra dependen, en gran medi-
da, de las importantes propiedades de los niimeros reales. En esta seccién se analizaran
algunas de ellas. De manera simultinea al analisis y donde sea necesario ser ms claros
y precisos, se introduciran primero algunos conceptos utiles de conjuntos.

Georg Cantor (1845-1918) desarrollé la teoria de conjuntos como un gran resultado de
sus estudios acerca del infinito. Su trabajo ha sido la piedra angular en el desarrollo de
las matematicas.

El uso de la palabra “conjunto” no difiere apreciablemente de la manera en que se
usa en el lenguaje cotidiano. Palabras tales como “conjunto”, “coleccion”, “grupo” y
“congregacién” tienen el mismo significado. Asi, se piensa en un conjunto como una
coleccion de objetos con la importante propiedad de poder determinar si un objeto
dado esta o no en el conjunto.

Cada objeto de un conjunto se llama elemento o miembro del conjunto. Simboli-

camente,

a© A  significa  “aesunelemento del conjunto 4” 3= (1,3, 5

a4 significa “a no es un elemento del conjunto 4™ 2« (1, 3, 5)

Con frecuencia se usan las letras mayusculas para representar conjuntos y las letras
minusculas para representar elementos de un conjunto.

Un conjunto es finito si el nimero de elementos del conjunto se puede contar e
infinito si el numero de elementos no tiene fin. Un conjunto es vacio si no contiene
elementos. El conjunto vacio se llama también conjunto nulo y se denota por &. Es
importante observar que el conjunto vacio no se escribe como {@}.

Un conjunto se describe usualmente en una de las dos formas siguientes: haciendo
una lista de los elementos entre llaves, { }, o encerrando entre llaves una regla que
determina los elementos. Por ejemplo, si D es el conjunto de todos los niimeros x tales
que x* = 4, entonces usando el método de la lista se escribe

D= {-2,2} Método de lista



* El conjunto de
numeros reales

FIGURA 1 Los nimeros reales
y subconjuntos importantes.
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o, usando el método de regla se escribe
D= {x|x*=4} Método de regla

Observe que en el método de la regla, la barra vertical | representa “tal que”, y la for-
ma simbolica completa {x | x> = 4} se lee como: “El conjunto de todas las x tales que
xr=47

La literal x introducida en el método de la regla es una variable. En general, una
variable es un simbolo que se usa como un compartimento para los elementos de un
conjunto con dos o més elementos. Este conjunto se llama conjunto de reemplazos
para las variables. Una constante, por otra parte, es un simbolo que nombra exacta-
mente un objeto. El simbolo “8” es una constante, ya que siempre designa al numero
ocho.

Si cada elemento del conjunto 4 es también un elemento del conjunto B, se dice
que A4 es un subconjunto del conjunto B y se escribe

-

B ), SyE{); 3.5

Note que la definicién de un subconjunto permite a un conjunto ser un subconjunto de
si mismo.

Ya que el conjunto vacio & no tiene elementos, cada elemento de & es también un
elemento de cualquier conjunto dado. Asi, el conjunto vacio es un subconjunto de cada
conjunto. Por ejemplo,

@C(1,35 y DCI(246)

Si dos conjuntos A4 y B tienen exactamente los mismos elementos, se dice que los
conjuntos son iguales y se escribe

i B (4,2 6) = {6 4, 2

Observe que el orden en que se enlistan los elementos en un conjunto no es importante.
Ahora se puede iniciar el analisis del sistema de los nimeros reales. Otros concep-
tos de conjuntos se introduciran conforme se necesiten.

El sistema de nimeros reales es el sistema numérico que se usara con mayor frecuencia
en la vida. Informalmente, un mimero real es cualquier nimero que tenga una repre-
sentacion decimal. La tabla 1 describe el conjunto de los nimeros reales y algunos de
sus subconjuntos importantes. La figura 1 ilustra como estos conjuntos de niimeros se
relacionan entre si.

Nuimeros
naturales —
N) Enteros
2) Nimeros

- Cer? RSO ——racionales —— “

egativos imeros

de los no enteros —— i —— reales

ndmero de los enteros Ndmeros (R)
naturales irracionales——

()

NCZCQCR
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Recta numeérica real.

TABLA 1
Simbolo  Nombre Descripcion Ejemplos

N Nimeros naturales Numero para contar (también llamados enteros 1,2,3,...
positivos)

Z Enteros Numeros naturales, sus negativos, y 0 ey s =l 0p L 2o

(0] Numeros racionales Numeros que se pueden representar como a/b —4,0,1,25, 34 4 387, <0333
donde a y b son enteros y b # 0; las 5.272727
representaciones decimales son repetitivas
o terminan.

I Numeros irracionales ~ Nimeros que se pueden representar como VE,m V7, 1414213 ..,
nimeros decimales no repetitivos o no 2.71828182. ..
terminados.

R Numetos reales Numeros racionales e irracionales

*La barra sobre el niimero (o bloque de niimeros) indica que éste se repite indefinidamente.

Existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de nimeros reales y el conjunto
de puntos sobre la recta. Es decir, a cada niimero real le corresponde exactamente un
punto, y a cada punto le corresponde exactamente un numero real. Una recta que asocia
un numero real con cada punto, y viceversa como se muestra en la figura 2, se llama
recta numérica real, o simplemente recta real. Cada niimero asociado con un punto se
llama coordenada del punto. El punto con coordenada 0 se llama origen. La flecha en
el lado derecho de la recta indica direccién positiva. Las coordenadas de todos los
puntos a la derecha del origen se llaman niimeros reales positivos, y aquellos a la
izquierda del origen se llaman niimeros reales negativos. El niimero real 0 no es ni
positivo ni negativo.

e (R P S D TSR Ty f b ! TR A T A T I — ! -l il TS |
L T T T

T
-10 5 0 5 10

Ahora se analizaran algunas de las propiedades basicas de niimeros reales. (Véase el
cuadro siguiente.)

Una vez revisado el cuadro ya se esta familiarizado con las propiedades
conmutativas para la suma y la multiplicacion. Estas indican que el orden en el que se
realice la suma o multiplicacién de dos niimeros no es importante. Por ejemplo,

4+5=5+4 y 4-5=5-4

¢Hay una propiedad conmutativa con respecto de la resta o la division? ;Es decir, x — y
=y —x0x ~y =y -+ x para todos los niimeros reales x y y (la division entre 0 se
excluye)? La respuesta es no, ya que, por ejemplo

T—5#5—T y 6+3#3+6
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Cuando calcule
2+5+3 o 2-5-3

¢Por qué no es necesario el paréntesis para indicar cuales de los dos niimeros se suman
o multiplican primero? La respuesta se encuentra en las propiedades asociativas. Es-
tas propiedades permiten escribir

2Q+5+3=2+(5+3) y (25 3 =32 (53

sin que importe como se agruparon los nimeros relacionados con cada operacion. ;Hay
una propiedad asociativa para la resta o la division? La respuesta es no, ya que, por
ejemplo,
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B-4-2#8-(4-2) Y (8+4)+2#8+(@4=+2)

Evaluando ambos lados de estas ecuaciones se ve por qué.

¢Qué numero se debe sumar a un numero dado para obtener el mismo niimero?
(Cuantas veces el nimero de un niimero dado dara el mismo nimero? Las respuestas
son 0y 1, respectivamente. Ya que 0 y 1 se llaman elementos identidad para los niime-
ros reales. Asi, para cualesquiera niimeros reales x y y,

7+0=7 O+(x+y)=x+y 0eslaidentidad aditiva.
1-6=6 Ix+y)=x+y 1 es la identidad multiplicativa.

Ahora se consideraré a las inversas. Para cada numero real x, hay un niimero real
unico —x tal que x + (—x) = 0. El nimero —x se llama inverso aditivo de x, o el
negativo de x. Por ejemplo, el inverso aditivo de 4 es —4, ya que 4 + (—4) =
El inverso aditivo de —4 es —(—4) = 4, ya que —4 + [—(—4)] = 0. Es importante
recordar:

—X NO es necesariamente un niimero negativo; éste es positivo si.x es nega-
tivo y negativo si x es positivo.

Para cada niimero real x diferente de cero hay un numero real inico 1/x tal que x(1/
x) = 1. El nimero 1/x se llama inverso mulﬁphcativo de x, o el reciproco de x. Por
ejemplo, el inverso mu]tlphcatlvo de 7 es ,, ya que 7( ) = 1. También observe que 7 es
el inverso multiplicativo de ;. El niimero 0 no tiene inverso multiplicativo.

Ahora se veran las propledades de los numeros reales que implican tanto a la
multiplicacion como a la suma. Se consideran los dos célculos.

3(4 +2)=3(6)=18
34)+32)=12+6=18

© Asi,

34 +2) =34) + 32

se dice que la multiplicacion por 3 distribuye sobre la suma (4 + 2). En general, la
multiplicacion distribuye sobre la suma en el sistema de nimeros reales. A continua-
cion se incluyen dos ejemplos:

2ty =2x+ 2 3+ 5x=3x+ 5x
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EJEMPLO 1 Uso de las propiedades de los nimeros reales

(Cuéles propiedades de los nimeros reales justifican el enunciado indicado?

Enunciado Propiedad ilustrada
(A) (Tx)y = T(xy) Asociativa (+)

(B) a(b+c)=(b+cla Conmutativa (+)

(C) (2x+3y)+ 5y =2x+ 3y + 5) Asociativa (+)

D) x+ya+b)=x+ya+(x+yb Distributiva

(E) Sia+ b=0,entoncesh = —a. Inversa (+)

Problema seleccionado 1* ;Cudl propiedad de los numeros reales justifica el enunciado indicado?

A 4+2+x)=4+2)+x B) @a+b)+c=c+(@a+b
C) 3x+7x=03 +Tx D) 2x +3y)+0=2x + 3y
(E) Siab=1ya+# 0, entonces b = 1/a.

¢ Otras propiedades Larestay ladivisién se pueden definir en términos de la sumay multiplicacion respec-
tivamente:

DEFINICION 1 Resta y division
Para todos los numeros reales a y b:

Division: bja=a+b=2=af L] bz0 342.3(_‘)
b b (2

Asi, para restar b de a, sume el negativo de b a a. Para dividir a entre b, multiplique a
por el reciproco de b. Observe que la division entre 0 no esté definida, ya que 0 no tiene
un reciproco. Es importante recordar:

La division entre 0 no esta permitida.

Las siguientes propiedades de los negativos se pueden probar usando las anterio-
res propiedades y definiciones.

* Las respuestas a los problemas seleccionados se encuentran al final de la seccién antes de los ejecicios de
seccion.
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Teorema 1 Propiedades de los negativos
Para todos los mimeros reales a y b:
1. —(—a)=a
2. (—a)b=—(ab) = a(—b) = —ab
3. (—a)(—b)=ab
4. (-a=—a
5, —~--8_.4d b#0
b b =5
6, — =-"2__.8a _@a 4.9
—b b —b b
Ahora se establece un teorema importante que implica al 0.
Teorema 2 Propiedades del cero

Para todos los nlimeros reales a y b.

si y solo si

a=00b=0o0ambos

EJEMPLO 2 Uso de las propiedades de los negativos y del cero

(Cuél propiedad o definicién de los niimeros reales justifica cada enunciado?

Enunciado

(A) 3=(=2)=3+[-(-2)]=5

B) —(=2)=2

—3 3
C —_—— = =
© 5B

> ]
D) = =_2
(D) = -

(E) Si(x — 3)(x + 5) = 0, entonces, ya sea
x—=3=0o0x+5=0.

Propiedad o definicién ilustrada

Resta (definicion 1 y teorema 1,
parte 1)

Negativos (teorema 1, parte 1)

Negativos (teorema 1, parte 6)

Negativos (teorema 1, parte 5)

Cero (teorema 2, parte 2)
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Problema seleccionado 2 ;Cual propiedad o definicién de los nimeros reales justifica cada enunciado?
3 1
(A) i 3(?) B) (-3)2)=—-(5-2) © (-1)3=-3
= 7 .
(D) T = —;(E) Six + 5 =0, entonces (x — 3)(x + 5) = 0.

EXPLORACION Y ANALISIS 1 En general, un conjunto de nimeros se cierra bajo una operacion si al realizar las
operaciones sobre los nimeros en el conjunto siempre se produce otro nimero en el
conjunto. Por ejemplo, los nimeros reales se cierran bajo la suma, multiplicacion,
resta y division, excluyendo la division entre 0. Reemplace cada ? en las siguientes
tablas con V (verdadero) o F (falso), e ilustre cada enunciado falso con un ejemplo.
(Véase la tabla 1 para las definiciones de los conjuntos N, Z, I, Q y R.)

Cerrado bajo la suma Cerrado bajo la multiplicacion

N ? 2
Z T ?
0 2 ?
I ?
R 3 T
Cerrado bajo la resta Cerrado bajo la division*
N ? ?
Z ? ?
0 ? ?
1 2 ?
R T i &
*Excepto la division entre 0.

* Propiedades de las Recuerde que el cociente a + b, b # 0, escrito en la forma a/b se llama fraccién. A la
fracciones cantidad a se le llama numerador y a la cantidad » denominador.



10 1 Operaciones algebraicas bésicas

Teorema 3

Propiedades de las fracciones

Para todos los numeros reales, a, b, ¢, d y k (la division entre 0 se excluye):

1. £=X  siysélosi ad=bc
b 'd
%=§ ya que 4:9=6:6

3, Ka_a 3, 4.¢c_ac i 2.9.18 .48
kb b b d bd b di b e
AT - 2o e 352 2032 T
7S S 5.8 7 5

g 4 ,c_atc 6 2o Mt g 4, c_abtbe
b b b b b b b d bd
= WEUEN e e £ 48 25233

6 6 8 8 3 5 3.5

Respuestas a los problemas seleccionados

1. (A) Asociativa (+)
(E) Inversa (*)

2. (A) Division (definicion 1)
(C) Negativos (teorema 1, parte 4)
(E) Cero (teorema 2, parte 1)

(B) Conmutativa (+)

(C) Distributiva (D) Identidad (+)

(B) Negativos (teorema 1, parte 2)

(D) Negativos (teorema I, parte 5)

EJERCICIO Tl -1

Todas las variables representan niimeros reales.

A

En los problemas del 1 al 8, indique si la respuesta es verdade-
ra (V) o falsa (F).

1. 4 € {3,4,5}

3. 3€&(3,4,5}
5.:(1:2) € {1,3,5)
7. {7,3,5) € {3,5,7)

2. 6 € (2,4,6}

4. T€& (2,4,6}

6. (2,6} C {2,4,6}

8. {7,3,5} = (3,5,7}

En los problemas del 9 al 14, reemplace el signo de integra-

cidén con una expresion apropiada que ilustre el uso de la pro-
piedad de los mimeros reales indicada.

9. Propiedad conmutativa (+):x + 7 = ?
10. Propiedad conmutativa (*): uv = ?
11. Propiedad asociativa (+): x(yz) = ?

12. Propiedad asociativa (+): 3 + (7 + y) = ?

13. Propiedad identidad (+): 0 + 9m = ?

14. Propiedad identidad (+): 1(u + v) = ?

En los problemas del 15 al 26, cada enunciado ilustra el uso

de una de las siguientes propiedades o definiciones. Indique
cudl de éstas.

Conmutativa (+, ) Resta
Asociativa (+, *) Divisién
Distributiva Negativos (teorema 1)

Identidad (+, )
Inversa (+, *)

Cero (teorema 2)

15. x+ym=x+my 16. 7(3m) = (7 +3)m

17. Tu+ %=+ 9% 18. —i=%

-V
19 -2)dp) =1
2. wH+ (—w) =0

20. 8- 12=8+(-12)
22. 5+ (—6) = 5(%)



23. 3xy +2) +0=3(xy + 2)
24. ab(c + d) = abc + abd
2. x+y):0=0

Escriba cada conjunto en los problemas del 27 al 32, usando
el método de listado, esto es, la lista de los elementos entre las
llaves. Si el conjunto es vacio, escriba @.

27. {x|x es un entero impar entre —3 y 5}

28. {x|x es un entero par entre —4 y 6}

29. {x|x es una letra en “status”}

30. {x|xes una letra en “consensus”}

31. {x|x es un mes que empieza con B}

32. {x|x es un mes con 32 dias}

En los problemas del 33 al 40, cada enunciado ilustra el uso
de una de las siguientes propiedades o definiciones, indique
cudl es en cada caso.

Conmutativa (+, +) Resta
Asociativa (+, +) Division
Distributiva Negativos (teorema 1)

Identidad (+, +)
Inversa (+, +)

3. Bx+5+T7=T7T+3Bx+5)

34. (5x)(Ty) = 5[x(7y)]

35. Bx+2)+(x+5)=3x+[2+ (x+ 9]
36. (x+3)x+5)=(x+3)x+(x+3)5
M xx=N+yx—»=x+yx-y

=y 1
—(m—n)_m—n

Cero (teorema 2)

39. 2x—3)(x+5)=0siysélosi2x —3=00x+5=0.
40. Si x(3x — 7) = 0, entonces, yaseax = 003x — 7 = 0.
41. Siab = 0, ;a o b deben de ser 0?

42. Siab = 0 ja o b deben de ser 1?

43. Indique cudles de los siguientes enunciados son verdade-
ros:

(A) Todos los numeros naturales son enteros.
(B) Todos los niimeros reales son irracionales.
(C) Todos los nimeros racionales son niimeros reales.

44. Indique cuales de los siguientes enunciados son verdade-
ros:

(A) Todos los enteros son niimeros naturales.
(B) Todos los nimeros racionales son niimeros reales.
(C) Todos los nimeros naturales son niimeros racionales.

1-1 Algebra y niimeros reales 11

45. Dé un ejemplo de un nimero racional que no sea un ente-
1o.

46. Dé un ejemplo de un nimero real que no sea un nimero
racional.

47. Dados los conjuntos de nimeros N (nimeros naturales), Z
(enteros), O (nimeros racionales) y R (nimeros reales),
indique a cual(es) conjunto(s) pertenece cada uno de los
siguientes nimeros:

A -3 @®314 ©m ©D?3:

48. Dados los conjuntos de nimeros N, Z, Q'y R (véase el pro-
blema 47), indique a cuél(es) conjunto(s) pertenece cada
uno de los siguientes nimeros:

A8 ®VZ (©-144 (@D F

En los problemas 49 y 50 use una calculadora* para expresar
cada niimero como una fraccién decimal a la capacidad de su
calculadora (use el manual del usuario para su calculadora).
Observe la representacion decimal repetitiva de los niimeros
racionales y la representacion decimal no repetitiva de los
numeros irracionales.

¥.M0F ®BF OV O
5002 ®»VI ©Of O22

1. Indique verdadero (V) o falso (F), y para cada enunciado
falso, encuentre todos los reemplazos de los niimeros rea-
les para a y b que proporcionen un contragjemplo. Para
todos los niimeros reales a y b:

(A)a+b=b+a B)a—-b=b—-a
(C) ab = ba DMa+-b=b+a

52. Indique verdadero (V) o falso (F), y para cada enunciado
falso encuentre todos los numeros reales que reemplacen a
a, by ¢ y proporcionen un contraejemplo. Para todos los
numeros reales a, b y c:
(A)(@a+tb)+c=a+ (b +0c)
B)@—-b—-c=a-(b-oc)
(C) a(be) = (ab)e
D) (@+b)+c=a+b+c)

A ———

53.Sid={1,2,3,4} y B = {2, 4, 6} encuentre:

(A) (x|[x€EAoxEB)}
(B) {x|x€EAdyxE B}

54. SiF={-2,0,2} yG={—1,0, 1,2}, encuentre:

(A) {(x|xEFoxE G}
(B) {x|xEFyx€E G}

* A lo largo del libro encontraré ejercicios que requeriran el uso de
una calculadora grafica. Sin embargo, cualquier calculadora cientifi-
ca serd suficiente para resolver los problemas de este capitulo.
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55. Sic = 0.151515. . ., entonces 100c = 15.1515.. 0y Multiplicacion Uso de la propiedad
larga distributiva
100c — ¢ = 15.1515... — 0.151515..... 23 23-12
Pems o = =iy [
c= % - 313—

Procediendo de manera similar, convierta la repeticion de- 58. Paraay b nimeros reales, justifique cada paso usando una

cimal 0.090909. . . en una fraccién. (Todos los decimales propiedad de esta seccion.

repetitivos son niimeros racionales, y todos los niimeros

racionales tienen representaciones decimales repetitivas.) Enunciado Razén
56. Repita el problema 55 para 0.181818. . . 1. (@a+b)+(-a)=(-a) +(a+b) 1.
. . . . . i 2, =[(—a)+a]l+b 2.
57. Para ver como la propiedad distributiva esta detras del 3. =) & b 3,

mecanismo de la multiplicacion larga, calcule cada una de 4. = 4.

las siguientes multiplicaciones y compare:

SECCION 1 '2 Polinomios: Operaciones basicas

+  Numeros naturales como exponentes
«  Polinomios
+  Combinacion de términos semejantes
*  Sumay resta
*  Multiplicacion

Operaciones combinadas

Aplicacion

En esta seccidn se repasan las operaciones basicas con polinomios, una forma matema-
tica que se encuentra frecuentemente en matematicas. El analisis se inicia con un breve
repaso de los numeros naturales como exponentes. Los exponentes enteros y racionales
y sus propiedades se analizaran en detalle en las secciones siguientes.

* Numeros naturales  En seguida se define lo que es un niimero natural como exponente.
como exponentes

DEFINICION 1 Ndmero natural como exponente

Para n un nimero natural y a para cualquier niimero real:

at=a+a - +a M- DD
e

n factores de a 4 factores de 2
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También, la primera propiedad de los exponentes se enuncia de la manera siguiente:

Teorema 1

* Polinomios

Primera propiedad de los exponentes

Para cualesquiera nimeros naturales m y n, y cualquier niumero real a:

|
aa=art" GX)2X) 1 = (3- 2%+ 71 = 6x12
1

Las expresiones algebraicas se forman usando constantes y variables y las operacio-
nes algebraicas de suma, resta, multiplicacion, division, elevacion a potencias y locali-
zacion de raices. Algunos ejemplos son

Ve + 5 Sxt+ 26— 7
x+y -7 (2% —~)
x—.5 1
— 1+
X+2x—5 1
1+ =
X

Una expresion algebraica implica s6lo las operaciones de suma, resta, multiplica-
cion y elevacion de nimeros naturales a potencias en las variables y constantes se llama
polinomio. Algunos ejemplos son

2x—3 4 —3x+ 7

x—2y S —22—-Tx+9
5 X —3xy + 4y

0 X =3y + 2+ 2y

En un polinomio, una variable no puede estar en un denominador, como un exponente,
o dentro de un radical. De acuerdo con esto, un polinomio de una variable x se cons-
truye al sumar o restar constantes y términos de la forma ax", donde a es un niimero real
y n es un namero natural. Un polinomio con dos variables x y y se construye sumando
y restando constantes y términos de la forma ax™y" , donde a es un niimero real ymyn
son numeros naturales. Los polinomios en tres o mas variables se definen de manera
similar.

Los polinomios se pueden clasificar de acuerdo con su grado. Si un término en un
polinomio tiene sélo una variable como factor, entonces el grado de ese término es la
potencia de la variable. Si dos o mas variables estan presentes en un término como
factores, entonces el grado del término es la suma de las potencias de las variables. El
grado de un polinomio es el grado del término diferente de cero con el grado mas alto
en el polinomio. Cualquier constante diferente de cero se define como un polinomio
de grado cero. El niimero 0 es también un polinomio pero no tiene grado asignado.

* A lo largo del libro, los recuadros punteados —Ilamados cuadro de pensamiento— scran usados para
representar pasos algebraicos que por lo general se hacen mentalmente.
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EJEMPLO 1

Problema seleccionado 1

* Combinacion de
términos semejantes

Polinomios y no polinomios

. (A) Polinomios en una variable:

$-3x+2 6-Vxk-}
(B) Polinomios en varias variables:

-y +y 4y - Vi3S

(C) No polinomios

— 3+
VE=sws | ESEEE ommaEy
X

x—3

(D) Elgrado del primer término en 6x° — V/ 2x — es 3, el grado del segundo término
es 1, el grado del tercer término es 0, y el grado del polinomio completo es 3.

(E) El grado del primer término en 4x%* — \/gxy2 es 5, el grado del segundo término
es 3, y el grado de todo el polinomio es 5.

(A) (Cuales de las siguientes expresiones son polinomios?

x =1

32— 2x+ 1 x—3 22—y +y 272

(B) Dado el polinomio 3x° — 6x* + 5, ;cudl es el grado del primer término? ;El del
segundo término? /El del polinomio completo?

(C) Dado el polinomio 6x%? — 3x)°, ;cudl es el grado del primer término? ;El del
segundo término? ;El del polinomio completo?

Ademas de clasificar los polinomios por grados, también se le llama monomio a
un polinomio de un solo término, a un polinomio de dos términos binomio, y a un
polinomio de tres términos trinomio.

%fy’ Monomio
X+ 4.7 Binomio
*=V22+9 Trinomio

Se inicia con una palabra acerca de los coeficientes. Una constante en un término de un
polinomio, incluyendo el signo que precede a éste, se llama coeficiente numérico, o
simplemente, coeficiente, del término. Si no se tiene una constante, o solo tiene un
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signo +, se entiende que el coeficiente es 1. Si solo tiene un signo —, se entiende que el
coeficiente es — 1. Por consiguiente, dado el polinomio

W -4+ 2 —x+5 2+ (- + 1+ (-1 + 5

el coeficiente del primer término es 2, el coeficiente del segundo término es —4, el
coeficiente del tercer término es 1, el coeficiente del cuarto término es — 1, y el coefi-
ciente del ultimo término es 5.

En este punto, es util establecer otras dos propiedades distributivas, de los ni-
meros reales que se deducen de las propiedades distributivas establecidas en la seccion
1-1.

Dos términos en un polinomio se llaman términos semejantes si tienen exac-
tamente los mismos factores variables a las mismas potencias. Los coeficientes numé-
ricos pueden o no pueden ser los mismos. Debido a que los términos constantes no
implican variables, todos los términos constantes son términos semejantes. Si un
polinomio contiene dos o mas términos semejantes, estos términos se pueden combi-
nar en un solo término usando las propiedades distributivas. Considere el siguiente
ejemplo:

52y — 2y — X’y — 2y

Es clara la libertad con que se han usado las propiedades de los niimeros reales,
antes analizadas. Los pasos marcados en el cuadro punteado se hacen por lo general
mentalmente y el proceso se mecaniza en forma rapida de la manera siguiente:

Los términos semejantes en un polinomio se combinan sumando sus co-
eficientes numéricos.

EJEMPLO 2

Simplificacion de polinomios

Elimine los paréntesis y combine términos semejantes:
r
A 232 -2 +5+@+3x-7) =232 —-2x+5) + 12+3x-7)1

=6 — 4o+ 104 2*+ I~ 7
=T —-x+3
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Problema seleccionado 2

* Suma y resta

B @—2r—6~(2~2+2—3)

=R - -6-2+ P22 +3
-2+ —-4x-3

O B2—(2Xx+D=-@=-1)=[32—2x — 1] — (x> — 1) Elimine primero los
paréntesis internos.
=3 ~2%=1~at41
=22 — %

Elimine los paréntesis y combine los términos semejantes:

(A) 32 — 20 + (i + 5
B) mM —3m>+m—1)— 2m* — m + 3)
© & =2)—[2¢ - (3x + 4]

La suma y resta de polinomios se puede pensar en términos de eliminacién de parénte-
sis y combinacion de términos semejantes, como se ilustra en el ejemplo 2. Los arre-
glos horizontal y vertical se ilustran en los siguientes dos ejemplos. Usted podra trabajar
de cualquier manera, permitiendo que la situacién determine la eleccion.

EJEMPLO 3

Solucién

Suma de polinomios
Sume: x* — 3x° + x2, —x* — 2% + 3x y 32 —4x—5
Sume horizontalmente:

=3+ + (P -22+3)+ B2 —4x— 5
=X -3+ -284+3%x+3F -4 -5
=X -4 +22—-x-5

O verticalmente, alineando los términos semejantes y sumando sus coeficientes:

X =
- -2+ %
3¢ —idy—5

-4+ 22— x-=5
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Sume horizontal y verticalmente:

3 — 2% — 422, X =Pt — 5x, y 2+ T7x—-2

EJEMPLO 4

Solucién

Problema seleccionado 4

PRECAUCION

* Multiplicacion

Resta de polinomios

Reste: 42 —3x+ 5 de -8

-8 -@*-3%x+5 o 2 - 8
=x2-8—-42+3x-5 —4x2 + 3x — § « Cambie de signo y sume.
= -3+ 3x— 13 -3x2 4+ 3x— 13

Reste: 2% —5x+4 de 5—6

Cuando use un arreglo horizontal para restar un polinomio con mas de un tér-
mino, debe encerrar al polinomio entre paréntesis. En consecuencia, para restar
2x + 5 de 4x — 11, se debe escribir

dprsie—i{2x = 5) y no A= 11 = 2x 5

La multiplicacion de expresiones algebraicas implica el uso extensivo de las propieda-
des distributivas de los nimeros reales, tan bien como otras propiedades de los nime-
ros reales.

EJEMPLO 5

Solucién

Multiplicacion de polinomios

Multiplique: (2x — 3B~ W+ 3)
Q- HOF - 2+3) [= 208 -2+ 330 -+

=6 —4x> + 6x — 9 + 6x — 9
=68 — 132+ 12x — 9

0, usando un arreglo vertical,

3 —2x+3
2x — 3
6x* — 4x* + 6x

- 9@ +6x —9

62 — 133 + 12%x—9
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Multiplique: (2x = 3)2¢* +3x = 2)

Asi, para multiplicar los dos polinomios, multiplique cada término de uno por
cada término de los otros, y combine los términos semejantes.

Los productos de ciertos factores binomiales ocurren con tanta frecuencia que
es util desarrollar procedimientos que permitan escribir sus productos por inspeccion.
Para encontrar el producto (2x — 1) (3x + 2) se usa el popular métedo PEIU. Se mul-
tiplica cada término de un factor por cada término de los otros factores de la manera
siguiente:

P E | U

Primer Producto Producto  Ultimo

producto externo interno producto

s N l .
(2x — 1)3x + 2) = 622 + 4x - 3x -2

Los productos internos y externos son términos semejantes y, por lo tanto, se combinan
en un solo término. De manera que,

Zx—DBx+2)=6x2+x—-2

Para acelerar el proceso, se combinan los productos internos y externos mentalmente.

Los productos de ciertos factores binomiales ocurren con tanta frecuencia que es
util recordar sus formulas. Las siguientes formulas se verifican facilmente al multipli-
car los factores del lado izquierdo usando el método PEIU:

 Productos especiales -
PECEL C LT ST
2 (@+bP=d+2b+b

3. (@-bp=a'—2ab+b

EXPLORACION Y ANALISIS 1

(A) Explique la relacion entre la formula del producto especial 1 y las areas de los

rectangulos en las figuras.
(a — b)a + b) = e
a+b
a-b
a b

(B) Construya figuras similares para proporcionar interpretaciones geométricas
para los productos especiales 2 y 3.
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FIEMPLO 6 Multiplicacién de binomios

. Multiplique:

—~
=}
S’
(™
Q
|
g
g
+
S
I
—
(¥8 )
&
o
|
—_
S
]

©) (x — 3) 3.:= (52 — 2(5%)3) + 32] =252 — 30x + 9

(D) (m + 2n? = m* + 4mn + 4n’

Problema seleccionado 6 Multiplique:

(A) (4u = 3v)(2u + V) (B) (2xy + 3)(2xy — 3)
(€) (m + 4n)m — 4n) (D) (Qu — 3y (E) (6x +y)¥

PRECAUCION Recuerde incluir la suma de los términos internos y externos cuando use el méto-
do PEIU para elevar al cuadrado un binomio. Esto es,

(x+3P#FxX*+9 (x+3P=x+6x+9

* Operaciones Se consideraran varios ejemplos en los que se usan todas las operaciones ya analizadas.
combinadas Antes de considerar estos ejemplos, es util resumir las convenciones del orden de las
operaciones pertenecientes a los exponentes, la multiplicacion y division, y la sumay

resta.




20 Capitulo 1 Operaciones algebraicas basicas

EJEMPLO 7 Operaciones combinadas

- Realice las operaciones indicadas y simplifique:

(A) 3x = {5 = 3[x — x3 — D]} = 3x — {5 - 3[x — 3x + £}
=3x = {5 - 3[-2x + £
= 3x — {5 + 6x — 323)
=3x — 5 — 6x + 32
=32—-3x-5
(B) (x-2y)(2x+3y)—(2x+y)2=2x2+3xy—4xy—6y2—(4x2+4xy+y2)
=’J£:c1—.uty—(5y2—4x2--4.r:y—y2
= =2 = Sxy — Ty*
(C) 2m + 3n)* = (2m + 3n)(2m + 3n)?
= (2m + 3n)(4m*> + 12mn + 9n?)
= 8m’ + 24m’n + 18mn® + 12m?n + 36mn® + 2703
= 8m® + 36m’n + 54mn> + 27n’

Problema seleccionado 7 Realice las operaciones indicadas y simplifique:

(A) 2t — {7 = 2[t — 14 + nl} (B) (u — 3v)> — 2u — v)(2u + V)
(©) (4x — yy :

* Aplicacion

EJEMPLO 8 Volumen de un cascarén cilindrico

|]] * Un tubo de plastico para agua con un hoyo en el centro tiene 100 pulgadas de largo, una

~ pulgada de grueso, y un radio interno de x pulgadas (véase figura). Escriba una expre-
sién algebraica en términos de x que represente el volumen del plastico usado para
construir el tubo. Simplifique la expresion. [Recuerde: El volumen ¥ de un cilindro
circular recto de radio r y altura / esta dado por ¥ = nrh.)

* Con el simbolo | f' se distinguen los problemas que estan relacionados con el cilculo.
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Solucién  Un cilindro circular recto con un hoyo en el centro se llama cascarén cilindrico. El
1 pulg. volumen del cascarén es igual al volumen del cilindro menos el volumen del hoyo.
Debido a que el radio del hoyo es x pulgadas y el tubo tiene un espesor de una pulgada,

. el radio del cilindro es x + 1 pulgadas. De modo que se tiene

R (\/olur'nen del) " Volumen J [Volumen]
| cascaron = \del cilindro/ — \ del hoyo/

n(x + 1)2100 — 100

= 100m(x* + 2x + 1) — 100mx?

= 100mx? + 200mx + 100w — 100mx?
= 200mx + 1007w

Volumen

)
i
5
;
,
{

Sroblema seleccionado 8 Un tubo de plastico para agua tiene 200 pulgadas de largo, 2 pulgadas de espesor, y
tiene un radio externo de x pulgadas. Escriba una expresion algebraica en términos de x
que represente el volumen del plastico usado para construir el tubo. Simplifique la
expresion.

Respuestas a los problemas seleccionados

(A) 3 —-2x+ 1,2 -y + ¥ (B) 5,3,5 (C) 6,4,6

(A) 42 — (B) —m® — 3m* + 2m — 4 € —2+3x+2

-2 -5+ 2 4. 32 + 5x — 10 5.4 - 13x+ 6

(A) 82 — 2uv — 3 (B) 4x* — 9 (C) m* — 16n* (D) 42 — 12uv + H?
(E) 362 + 12xy + y*

(A) 28 —dt1—7 (B) =3 — 6uv + 100 (C) 64x° — 487% + 120" — y°
Volumen= 200w — 200m(x — 2)* = 800mx — 800w

P

LB

EJERCICIO 1_"2

A . .

10, 2(u— 1) — Gu+2) — 2(2u - 3)

Los problemas del 1 al 8 se refieren a los siguientes polinomios: 1. 2y = 3yl4 - 2(y - D
(a) 2 =3 +x+5 (_b)2.t"+x—1 {c)3x —2 12. 4a — 2a[5 — 3(a + 2)]

1. ;Cual es el grado de (a)? 2. ;Cual es el grado de (B)? 13. (m — n)(m + n)
3. Sume (a) y (b). 4. Sume (b) y (). 14. (a + b)a — b)
5. Reste (b) de (a). 6. Reste (c) de (b). 15. (4 —3)(t - 2)
7. Multiplique (a) y (c). 8. Multiplique (b) y (c). 16. (3x — 5)(2x + 1)

17; 3x +2 -3
En los problemas del 9 al 28, realice las operaciones indica- Qe +200 = )
dasy simPllﬁque.' 18. (2x — 3y)x + 2y)

9. 2x— 1) +3(2x—3)—(4x—3) 19. 2m—T)2m + 7)
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20. By +2)(3y—-2)

22. (3m + Tn)(2m — 5n)
24. (4m + 3n)(4m — 3n)
26. (3u + 4v)?

28. (a—b)a*+ab+ b

21. (6x — 4y)(5x + 3y)
23. (3x —2y)(3x + 2y)
25. (4x -y

27. (a + b)(@* — ab + b?)

En los problemas del 29 al 42, realice las operaciones indica-
das y simplifique.

29 2x—3{x+2[x—(x+ 5] + 1}

30. m={m—[m—(m-1)]}

31. 2{3[a—4(1 —a)] — (5 — a)}

32. 5b —3{—[2—4(2b = 1)] + 2(2 — 3b)}
B2 +x—-2)2—-3x+5)

34. (2 = 2y + Y)0* + 2ty + y)

35, (B> + hk + )R — hk + k)

36. (R +2n+ 1)(n*—4n—-3)

37 -1 -(Bx+2)(3x-2)

38. (3a — b)(3a + b) — (2a — 3b)?

39. (m — 3n)(m + 8n) + (m + 6n)(m + 4n)
0. (y-2(y+DH+(y-3)y+4

41. 2m — n)® 42. (3a + 2b)°

Los problemas del 43 al 50 estdn relacionadas con el célculo.
Realice las operaciones indicadas y simplifique:

43. 5(x+h) —4—(5x—4)

4. 6(x+h)+2 - (6x+2)

45. 3(x + A+ 2x + h) — (32 + )

46. 4(x + hy* — 5(x + h) — (4x* — 5x)

47. 2x+ R -3x+h) +7-(-22-3x+7)
48. —(x+hP+4x+h)—-9—-(—2+4x-9)
49, (x+ h? —x

50. 2(x + B + 3(x + h) — (2 + 3x)

51. Reste la suma de los primeros dos polinomios de la suma
de los dos dltimos: 3m? — 2m + 5, 4m? — m, 3m® — 3m
-2,m+m+2

52. Reste la suma de los ultimos dos polinomios de la suma de
los dos primeros: 2x* — 4xy + )7, 3xy — 2, x? — 2xy — 32,
—x2 + 3xy — 2)?

<[ S T Y —

En los problemas del 53 al 56 realice las operaciones indica-
das y simplifique.

53.2x-2P-(x—2P2-3x—2)— 4

54 x -1 -22x—1*+32x—-1)+7
55. =3x{xlx — x(2 — )] — (x + 2)(2 — 3)}
56. 2{(x — 3)(x* — 2x + 1) — x[3 — x(x — 2)]}

57. Muestre por ejemplo que, en general, (a + b)* # a? + b2,
Analice las posibles condiciones de a y b que hacen de
¢sta una ecuacion valida.

58. Muestre por ejemplo que, en general, (@ — by # a*> — b2,
Analice las posibles condiciones de a y b que hacen de
ésta una ecuacion valida.

59. Sia usted le dan dos polinomios, uno de grado m y otro de
grado n, m > n, ;cudl es el grado de la suma?

60. ¢Cual es el grado del producto de dos polinomios en el
problema 597

61. (Cémo cambia la respuesta del problema 59 si los dos
polinomios pueden tener el mismo grado?

62. ;Cémo cambia la respuesta del problema 60 si los dos
polinomios pueden tener el mismo grado?

APLICACIONES -

63. Geometria. El ancho de un rectangulo es 5 centimetros
menor que su largo. Si x representa el largo, escriba una
expresion algebraica en términos de x que representa el
perimetro del rectangulo. Simplifique la expresion.

64. Geometria. El largo de un rectangulo es 8 metros mayor
que su ancho. Si x representa el ancho del rectangulo escri-
ba una expresion algebraica en términos de x que represen-
ta su drea. Cambie la expresion a una forma sin paréntesis.

* 65. Problema de monedas. Un parquimetro contiene mone-
dasde 5 ¢, 10 ¢ y 25 ¢. Hay cinco monedas de 10 ¢ menos
quede 5 ¢ y2de25¢ mas quede 10 ¢, six representa el
numero de monedas de 5 ¢, escriba una expresion algebraica
en términos de x que represente el valor de todas las mone-
das en el parquimetro en centavos. Simplifique la expre-
sion.

* 66. Problema de monedas. Una miquina vendedora contiene
monedas de 10 ¢ y de 25 ¢ solamente. Hay cuatro monedas
de 10¢ mas que de 25¢. Si x representa el niimero de mone-
das de 25 ¢, escriba una expresion algebraica en términos
de x que represente el valor de todas las monedas en la
maquina vendedora en centavos. Simplifique la expresion.

67. Empacado. Un recipiente plastico esférico para relojes de
pulso tiene un radio interno de x centimetros (véase la fi-
gura). Si el cascardn plastico tiene 3 centimetros de espe-
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sor, escriba una expresion algebraica en términos de x que
represente el volumen del plastico usado para construir el
recipiente. Simplifique la expresion. [Sugerencia: 4El vo-
lumen ¥ de una esfera de radio r esta dado por V =3 nr’.]

Empacado. Un recipiente clbico para los componentes
de una computadora barata se forma cubriendo un molde
de metal de poliestireno. Si el molde de metal es un cubo
con lados de x centimetros de largo y la cubierta de
poliestireno tiene 2 centimetros de espesor, escriba una
expresion algebraica en términos de x que represente el
volumen del poliestireno usado para construir el recipien-
te. Simplifique la expresion. [Sugerencia: El volumen V

de un cubo con lados de largo ¢ esta dado por V' = £.] Figura para el ejercicio 67
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SECCION 1'3 Polinomios: Factorizacion

«  Factorizacion, ;qué significa?

@ +  Factores comunes y factorizacién por agrupamiento
«  Factorizacion de polinomios de segundo grado
+  Mas acerca de factorizacion

* Factorizacion,
iquée significa?

Un factor de un mimero es uno de dos o mas niimeros cuyo producto es el numero
dado. De manera similar, los factores de una expresion algebraica son una de dos o
mas expresiones algebraicas cuyo producto es la expresion algebraica dada. Por ejem-
plo,

30=2-3-5 2, 3 y 5 son cada uno factores de 30
r—4= x— 2Xx + 2) (x— 2)y(x + 2)son cada uno factores de x* — 4

Al proceso de escribir un nimero de expresiones algebraicas como el producto de otros
nimeros o expresiones algebraicas se llama factorizacién. Se inicia el andlisis de
factorizacién con los enteros positivos.

Un entero tal como el 30 se puede representar en una forma factorizada de varias
maneras. Los productos

6:-5 @G)10x6) 15-2 2-3:5

dan como resultado 30. Una forma particularmente util de factorizar enteros positivos
mayores que | es en términos de numeros primos.

DEFINICION 1

Numeros primos y compuestos

Un entero mayor que 1 es primo si éste solo tiene como factores enteros a él
mismo y al 1. Un entero mayor que 1 que no es primo se llama nimero compues-
to. El entero 1 no es ni primo ni compuesto.

Ejemplos de nGmeros primos: 238, 7, 11,13

Ejemplos de nimeros compuestos: 4,6,8,9 10,12
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EXPLORACION Y ANALISIS 1

En el siguiente arreglo, cruce todos los multiplos de 2, excepto al 2. Después cruce
todos los multiplos de 3, excepto al 3. Repita esto para cada entero en el arreglo que
no haya sido ya cruzado. Describa el conjunto de niimeros que permanecen cuando
se completa el proceso.

8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99100

Este proceso se llama criba de Eratéstenes. (Eratostenes fue un matematico y as-
tronomo griego contemporéneo de Arquimedes, aproximadamente 200 a.C)

EIEMPIO 1

Solucion

Se dice que un niimero compuesto est4 completamente factorizado si se repre-
senta como un producto de factores primos. La tnica factorizacion de 30, de las antes
dadas, que cumple esta condicién es 30 = 2 -3 - 5.

Factorizacion de un nimero compuesto

Escriba 60 en una forma completamente factorizada.

60=6-10=2-3-2-5=2%-3-5§

60=5-12=5-4-3=22-3.5

60=2-30=2-2-15=22=22.3.5

Escriba 180 en forma completamente factorizada.

Observe en el ejemplo 1 que se termina con los mismos factores primos para 60
sin tomar en cuenta el proceso de factorizacion. Esto ilustra una importante propiedad
de los enteros:

Teorema 1

El teorema fundamental de la aritmética

Cada entero mayor que 1 puede ser primo o puede ser expresado de manera unica,
excepto por el orden de los factores, como un producto de factores primos.
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Los polinomios también se pueden escribir en forma completamente factorizada.
Un polinomio tal como 2x? — x — 6 se puede escribir en forma factorizada de varias
maneras. Los productos

Qx+Hx—-2 202-&-3) 20+Hx-2)

El resultado de todos es 2x*> — x — 6. Una forma particularmente util de factorizar
polinomios es en términos de polinomios primos.

DEFINICION 2 Polinomios primos

Un polinomio de grado mayor que 0 se dice que es primo respecto a un conjunto
dado de niimeros si: (/) todos sus coeficientes son parte del conjunto de niimeros,
y (2) no se puede escribir como el producto de 2 polinomios, excluyendo al 1 y a
¢l mismo, con coeficientes del conjunto de niimeros.

Respecto al conjunto de enteros:

X2 — 2 es primo
x2 — 9 noesprimo, yaquex’ — 9 = (x — 3)(x + 3)

[Nota: El conjunto de nimeros mas frecuentemente usado en la factorizacion de
polinomios es el conjunto de enteros.]

Un polinomio no primo se dice que esta completamente factorizado con respec-
to a un conjunto dado de nimeros si esta escrito como un producto de polinomios
primos respecto al conjunto de numeros.

Nuestro objetivo en esta seccion es repasar algunas de las técnicas de factorizacion
estandar para polinomios con coeficientes enteros. En el capitulo 3 se trata en forma
detallada el tema de la factorizacion de polinomios de mas alto grado con coeficientes
arbitrarios.

» Factores comunes El siguiente ejemplo ilustra el uso de las propiedades distributivas en la factorizacion.
y factorizacion
por agrupamiento

EJEMPLO 2 Factorizacion de factores comunes

Factorice, respecto a los enteros, todos los factores comunes de todos los términos:

(A) 22 — 8¢ — 61  (B) 2x(3x — 2) — 73x — 2)

=
Soluciones  (A) 2% — 8x%* — 6xy® | = (2xy)x® — (2xy)dxy — (2xy)3y?

i
1
heccc e e —-———— 4
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Problema seleccionado 2

Factorice, con respecto a los enteros, todos los factores comunes de todos los términos:

(A) 3¢y — 62" — 3y (B) 3y(2y +5) +2Q2y + 5)

EJEMPLO 3 Factorice todos los factores comunes

f Factorice completamente con respecto a los enteros:

Solucién

Problema seleccionado 3

42x + T)(x — 3 + 2(2x + 7*(x — 3)

42x + T)x — 3 + 2(2x + 7)*(x — 3)
=22x + T)x — 3)[2(x — 3) + (2x + 7))
=22 +7Nx-3)(2x—6+2x+ 7
=22x + )(x — 3)4x + 1)

Factorice completamente respecto a los enteros:

4(2x + 5)3x + 1) + 6(2x + 5*(3x + 1)

Algunos polinomios se pueden factorizar agrupando primero los términos de tal
manera que se obtenga una expresion algebraica parecida a la del ejemplo 2(B). Se
puede entonces terminar la factorizacién por el método usado en ese ejemplo.

EJEMPLO 4

Soluciones

Factorizacién por agrupamiento

Factorice completamente, respecto a los enteros, por agrupamiento:

(A) 3 —6x+4x—8  (B) wy + wz — 2xy — 2xz
(C) 3ac + bd — 3ad — be

(A) 32 —6x +4x — 8

= (3x2 — 6x) + (4x — 8) Agrupe los primeros dos y los dltimos dos términos.
=3xE—2) + 4ix — 2) Elimine los factores comunes de cada grupo.
= (3x &+ 4)u — 23 Factorice el factor comun (x — 2)

(B) wy + wz — 2xy — 2xz -
Agrupe los dos primeros y los dos dltimos términos,
(wy + wz) — (2xy + 2x2) sea cuidadoso con los signos

w(y +z) — 2x(y + 2) Elimine los factores comunes de cada grupo

w—2%)(y + 2) Factorice el factor comun (y + 2).
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¢ Factorizacion de
polinomios de
segundo grado
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(C) 3ac + bd — 3ad — bc
En los incisos (A) y (B) los polinomios estan arreglados de tal manera que agrupando

.los primeros dos primeros términos y los ultimos dos términos se conduce a factores

comunes. En este problema ni los primeros dos términos, ni los tltimos dos términos
tienen un factor comun. A veces reacomodando términos se puede llegar a la factorizacion
por agrupamiento. En este caso se intercambian el segundo y cuarto términos para
obtener un problema comparable con el inciso (B), el cual se puede factorizar como

sigue:

3ac — bc — 3ad + bd = (3ac — bc) — (3ad — bd)

c(3a — b) — d(3a — b)

(c — d)3a — b)

Factorice completamente, respecto a los enteros, por agrupamiento:

(A) 22 + 6x + 5x + 15 (B) 2pr + ps — 6qr — 3gs
(C) 6wy — xz — 2xy + 3wz

Ahora se abordara la factorizacion de polinomios de segundo grado de la forma
2 =d5x = 3 y 272 + 3xy — 2y?

como el producto de dos polinomios de primer grado con coeficientes enteros. El si-
guiente ejemplo ilustra un enfoque del problema.

EJEMPLO 5

Soluciones

Factorizacion de polinomios de segundo grado
Factorice cada polinomio, si es posible, usando coeficientes enteros:
(A) 22 + 3xy — 2y? B) *—-3x+ 4 (C) 62 + 5xy — 4y

(A) 22 + 3_70: - 2_)"2 = (2x + y)(x — y) Pongaen qué se conoce. Los signos de-
T T ben ser opuestos. (Se puede invertir esta
i eleccidn si se obtiene —3xy en lugar de

? ? +3xy para el término de enmedio.)

Ahora, ;jcuales son los factores de 2 (el coeficiente de ?)?

2.1 1@x+200x-y) =22 - 20

El resultado de la primera eleccion es —3xy para el término medio (que se acerca,
pero no es) asi que se invierte la eleccion de signos para obtener

22+ 3xy — 22 = (&x — y)x + 2y)
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B) »—=3x+4=(x— )x— ) Lossignosdeben ser los mismos, ya que el
tercer término es positivo y debe ser negativo,
ya que el término medio es negativo.

4 i A it e i Al el e i |
2:2 lGx-x-2=x—-4x+4|
I I
1.4 Jix-1Dx-4)=x~-5x+4]
] ]
4.1 lGx-Dx—-1=x-5c+4|

Ninguna de las elecciones produce el término medio; asi que x> — 3x + 4 no es
factorizable usando coeficientes enteros.

© 62 +5xy—4y=( x+ ) x— Y
T T 7 13
?

? ? ?

Los signos deben ser opuestos en los factores, ya que el tercer término es negativo.
Se puede invertir la eleccion de signos si es necesario. Ahora se escriben todos los

factores de 6 y de 4:
6 4
2-3 2.2
3.2 1-4
1-6 4-1
61

y se prueba con cada una de las elecciones de la izquierda con cada una de las de la
derecha, un total de 12 combinaciones que den el primero y ultimo términos del
polinomio 6x*> + 5xy — 4. La pregunta es: ;Puede alguna combinacion dar tam-
bién el término de enmedio, 5xy? Después de prueba y error y, quiza, de alguna
educacion para suponer entre las opciones, se encuentra que 3 + 2 se acopla con
4 - 1 da el término medio correcto de enmedio. Por consiguiente,

6x> + 5xy — 4y = 3x + H)(2x — y)

Si ninguna de las 24 combinaciones (incluyendo la inversion de signos) producen
el término de enmedio, se concluye entonces que el polinomio no es factorizable
usando coeficientes enteros.

Problema seleccionado 5 Factorice cada polinomio, si es posible, usando coeficientes enteros:

(A) 2 — 8x + 12 (B) 2+ 2+ 5
(€ 22 + Txy — 4 (D) 42 — 15xy — 4y
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* Mas acerca de  Las formulas de factorizacion que en seguida se numeran nos capacitan para factorizar
factorizacion ciertos polinomios que ocurren con frecuencia.

Las formulas en el cuadro se pueden establecer multiplicando los factores de la
derecha.

PRECAUCION Observe que no se ha listado una formula de factorizacion especial para la suma
de los dos cuadrados. En general,

> + v # (au + bv)(cu + dv)

para cualquier eleccion de coeficientes de nimeros reales. a, b, ¢ y d. Pero «* + v*
se pueden factorizar usando niimeros complejos (seccion 1-5).

EIEMPLO 6 Uso de las formulas de factorizacion

Factorice completamente respecto de los enteros:
(A) x* + 6xy + 9y? (B) 9x% — 4y? (C) 8m® — 1 (D) 22+ y2

Soluciones  (A) x* + 6xy + 9y E_ =22+ 2(x)(3y) + (3y)2 1 = (x + 3y)?

-
(B) 927 — 4y* | = = (3x)* — (2y)2 o (3x — 2y)(3x + 2y)

(C) 8m* — 1

@) 2 +y2 =2+ (o |

= + y2X® — xyz + y2%)
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Problema seleccionado 6 Factorice completamente respecto de los enteros:

(A) 4m? — 12mn + 9n? (B) x* — 16y2 (C) 23 -1 (D) m* + n®

EXPLORACION Y ANALISIS2  (A) Verifique las siguientes formulas de factorizacion para u* — v*:
ut— v =(u—v)(u+ v+
=(u— v+ v+ w? + )
(B) Analice los patrones en las siguientes formulas:

W=V =u—v)u+v
W=V =(u— v+ u +H1)
=V = (u— )@ + v+ + )

(C) Use el patron que descubrio en el inciso (B) para escribir las formulas simila-
res para u® — v’ y u® — V* . Verifique sus formulas por multiplicacion.

Se termina esta seccion considerando los factores que implican combinaciones de
las técnicas anteriores tan bien como algunas otras. Generalmente hablando:
Cuando se pregunto como factorizar un

n polinomio, primero se tomaron

todos los factores comunes de todos los té

minos, si estos esta
y después se procede como antes hasta que todos los factores sean pri-
mos

EJEMPLO 7 Combinacion de técnicas de factorizacion
Factorice completamente respecto de los enteros:

(A) 18x* — 8x B) ¥ —6x+9—y (C) 4m’n — 2m*n* + 2mn®
(D) 2¢* — 16¢ E) 2y* - 59— 12
Soluciones (A) 18x* — 8x = 2x(9x* — 4)
= 2x(3x — 2)(3x + 2)

(B) ¥ —6x+9 —»*
=@ —6x+9) — ) Agrupe los primeros tres términos
=@x-32-y Factorice ¥ — 6x + 9.
=[x = 3) = yll(x = 3) +y] Diferencia de cuadrados
=@ =3-ya—-3+y)
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(C) 4m’n — 2m*n* + 2mn® = 2mn(2m* — mn + n?)

(D) 2¢* — 16t = 21(+* — 8)
=20t — 2)(* + 2t + 4)

(B) 2y =5y - 12 =2y + 3)(y* - 4)
=@+ -y +2

Factorice completamente con respecto de los enteros:

(A) 3x° — 48x (B) =P~y ~4
(C) 3u* — 3u’v — uAH? (D) 3m* — 24mn®
(E) 3x*—52+2

Respuestas a los problemas seleccionados

L 2:3:5 2A)3mFE-2y-)) B G+ +5)

3. 22x + 5)(Bx + 1X12x + 17)

4 A (x+5x+3) @B (p-32r+35 (C) Gw— 02 +2)

5 (A) (x — 2)x - 6) (B) No es factorizable usando enteros  (C) (2x — y)(x + 4y)
(D) (4x + y)(x = 4y)

6. (A) 2m—3n? (B)(x—4)x+4y) (O E-IN2+z+1)
(D) (m + n)(m* — mn + n?

7. (A) 3x(x — 4)(x + 4) B)x=-y—-2x+y+2) (C) 3w (t® — uv — 3
(D) 3m(m — 2n)(m?* + 2mn + 4n?) (E) 32 — 2)(x — I)(x + 1)

EJERCICIO 1 - 3

A -

En los problemas del 1 al 8, factorice, con respecto de los en-

15. 8ac + 3bd — 6bc — 4ad
16. 3pr — 2gs — qr + 6ps

teros, todos los factores comunes de todos los términos. En los problemas del 17 al 28, factorice completamente con
i respecto de los enteros. Si un polinomio es primo con relacion
L 6x* — 8 —2¢ 2. 6m* — 9m’ — 3m’ a los enteros, indiguelo.
3. 10«% + 2062 — 15x° 4. 8udv — 6ud? + 4w’ 17. 22+ 5x— 3 18. 3y —y -2
S.5xx+1)—-3(x+1) 6. Tm(2m — 3) + 52m — 3) 19. 22 — 4xy — 12y? 20. 2 — 2uv — 15%
7. 2m(y = 22) —x(y = 22) 8. a(3c + d) — 4b(3c + d) 2. *+x—4 22. m*—6m—3
23. 25m* — 16n* 24, wix® —
En los problemas del 9 al 16, factorice completamente con res- " y
pecto de los enteros. 25. 2 + 10xy + 25y* 26. 9m* — 6mn + n*
9. 2—2x+3x—6 27. u* + 81 28. y* + 16
10. 2y* — 6y + 5y — 15 B

11 6m + 10m —3m — 5
12. 52— 40x — x + 8

13. 2% — 4xy — 3xy + 6y
14. 3a% — 12ab — 2ab + 8b?

En los problemas del 29 al 44, factorice completamente con
relacion a los enteros. Si un polinomio es primo respecto de
los enteros, indiguelo.

29, 62 +48x + 72 30. 42> — 28z + 48
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31. 2y* — 22y? + 48y 32, 2¢* — 24x° + 40x°
33. 16x% — 8xy + y 3. 4xy? — 12xy + 9x
35. 65 + Tsr — 3 36. 6m*> — mn — 12n?
37. Fy — Ixy? 38.- 4ty — w?

39. 3m® — 6m* + 15m 40. 27 — 2¢* + 8x
41. m* + n? Q2. r-p

43. 2 -1 M a5 +1

Los problemas del 45 al 50 estdn relacionados con el cdlculo.
' Factorice completamente con respecto de los enteros.

45. 6(3x — 5)(2x — 3)* + 4(3x - 5)(2x — 3)
46. 2(x — 3)(4x + 7> + 8(x — 3)(4x + 7)
47. 5x*(9 — x)* — 4159 — x)?

48. 3 (x— 7 + 4P(x — 7)

49. 2(x + 1)(x® = 5 + 4x(x + 1)2(x2 = 5)
50. 4(x — 3)°(x® + 2)* + 6x(x — 3)*(x? + 2)?

En los problemas del 51 al 56, factorice completamente con
relacion a los enteros. Como primer paso, en los polinomios
que tengan mds de tres términos se prueba agrupando los tér-
minos en varias combinaciones. Si un polinomio es primo con
relacion a los enteros, indigquelo.

51. (a — b)* — 4(c — dy? 52. (x +2)—9y?
53. 2am — 3an + 2bm — 3bn

54. 15ac — 20ad + 3bc — 4bd

55. 32 — iy — 4y? 56. 5u7 + 4uv — 22

e '

En los problemas del 57 al 72, factorice completamente con
respecto a los enteros. Como primer paso en los polinomios
que implican mds de tres términos, intente agrupar los térmi-
hos en varias combinaciones. Si un polinomio es primo con
respecto a los enteros, indiguelo.

§7. X =32 =9x + 27
58. ¥ —x—x+1
9. ¢ —-2a—a+2
60. -2 +:-2
61. 4A+B¥*—-5A+B)—-6
62. 6(x — yP +23(x — y) — 4
63. m* — n*

65. s*r' — 8st

64. y' — 32 — 4
66. 27a* + ab’

67. m*+2mn+n*—m-—n

68. ¥ -2y +x—y+x

69. 18a® — 8a(x* + 8x + 16)

70. 25(4x2 — 12xy + 9?) — 9a2b?
T 4+ 284 1L =2

72. a* + 2a°K* + b* — a*b?

APLICACIONES @

73. Construccién. Una caja rectangular destapada se constru-
ye de una hoja delgada de cartén cortando cuadrados de x
pulgadas en cada una de las esquinas y doblando los lados
hacia arriba como se indica en la figura. Exprese cada una
de las siguientes cantidades como un polinomio en forma
factorizada y desarrollada.

(A) El érea de carton después de que se han cortado las
esquinas.
(B) El volumen de la caja.

[————— 20 pulgs. —-l

20 pulgs.

74. Construccién. Una caja rectangular destapada se constru-
ye con una hoja delgada de carton de 9 por 16 pulgadas
cortando cuadrados de x pulgadas en cada esquina y do-
blando los lados hacia arriba. Exprese cada una de las si-
guientes cantidades como un polinomio en forma
factorizada y desarrollada.

(A) El area del carton después de que se cortaron las
esquinas.
(B) El volumen de la caja.
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SECCION 1 -4

¢ Reduccion
a términos
mas simples

Expresiones racionales: Operaciones basicas

+  Reduccion a términos mas simples
+  Multiplicacion y division

+  Suma y resta

«  Fracciones compuestas

Ahora la atencion se centrara en las formas fraccionarias. Al cociente de dos expresio-
nes algebraicas, la division entre cero se excluye, se llama expresién fraccionaria. Si
el numerador y el denominador de una expresion fraccionaria son polinomios, la expre-
sién fraccionaria se llama expresién racional. Algunos ejemplos de las expresiones
racionales son las siguientes (recuerde, una constante diferente de cero es un polinomio
de grado 0):

x—2 1 3 r*+3x—-5
2 —3x+5 -1 x 1

En esta seccion se analizan operaciones basicas de las expresiones racionales, inclu-
yendo multiplicacion, division, suma y resta.

Debido a que las variables representan nimeros reales en las expresiones raciona-
les, se van a considerar las propiedades de las fracciones de los niimeros reales resumi-
dos en la seccion A-1 desempefian un papel central en gran parte del trabajo que se
hara.

Aunque no siempre se establece explicitamente, siempre se supone que
las variables estan restringidas de modo que la division entre 0 se exclu-
ye.

Se inicia este analisis estableciendo la propiedad fundamental de fracciones (a partir
del teorema 3 de la seccion 1-1):

“8i a,byksmnmnems reales con b, k # 0, entonces

A i e S
2 4 o=k oy

X#E 0 %ET

ka _a
kb b

-

Al usar esta propiedad de izquierda a derecha para eliminar todos los factores
comunes el numerador y el denominador de una fraccion dada se llama reduccién de
fracciones términos mas simples. Realmente se divide al numerador y al denomina-
dor entre el mismo factor comun diferente de cero.

Usando esta propiedad de derecha a izquierda, es decir, multiplicando el numera-
dor y el denominador por el mismo factor diferente de cero se estd expresando una
fraccién en términos mas complicados. Esta propiedad se usard en ambos sentidos en
el material que sigue.
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Se dice que una expresion racional estd reducida a términos mas simples si el
numerador y el denominador no tienen factores en comiin. A menos que se establezca
lo contrario, se factoriza con respecto de los enteros.

EJEMPLO 1 Reduccion de expresiones racionales
Reduzca cada expresion racional a términos mas simples.

r—6x+9 (x — 3)? Factorice el numerador y el denominador

(A) - completamente. Divida el numerador y el
=9 (x=3)x+3)  genominador entre (x — 3); ésta es una operacién
_x—3 valida tanto como x # 3y x # —3,
x+ 3

1
-1 2 s 1 Divida elfjumerador_yeldenominadorentre (=13,
(B) x’ = (=T 2 ) se puede indicar dibujando lineas en ambos (x — Dy

x =1 —=T)x + 1) escribiendo el cociente resultante como 1.
1
X+x+1
et x# -1y x#1
x<+1

Problema seleccionado 1 Reduzca cada expresion racional a términos mas simples.

62 +x—2 x* — 8x
BDerac1 O wm

EJEMPLO 2 Reduccion a una expresién racional

m Reduzca la siguiente expresion racional a términos mas simples.

607 + 27 — 4 + 2 27802 + 2)[3x8% — 202 + 2)]
X a 2
1

_ 2802 + 202 - 4)
x5
o

_ 2 + 2P — 2ifx + 2)

B »

Problema seleccionado 2 Reduzca la siguiente expresion racional a términos mds simples.
6 (% + 1)2 — 322 + 1)}

xb
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PRECAUCION Recuerde factorizar siempre al numerador y denominador primero, después divi-
da cualesquiera de los factores comunes. No elimine en forma indiscriminada
términos que estén en el numerador y en el denominador. Por ejemplo,

1
2+ L2+ 580
» y

1

Debido a que el término »* no es un factor del numerador, no se puede eliminar.
De hecho, (2x* + »?)/)? ya estd reducido a los términos mas simples.

* Multiplicacion Como se estan restringiendo los reemplazos de la variable a los numeros reales, la
y divisién multiplicacion y division de expresiones racionales siguen las reglas para la multiplica-
cién y division de fracciones de niimeros reales (teorema 3 en la seccion 1-1).

verbal del proceso de multiplicacién de dos fracciones. Haga
1 dﬂs H:w. e

T

EJEMPLO 3 Multiplicacion y division de expresiones racionales

Realice las operaciones indicadas y reduzca a términos mas simples.

5x2 j [ | Factorice los numeradores
10y . ¥—=9 _ Wy  (x=3)(x+3) v denominadores,
A) : = : después divida cualquier

3xy+ 9y 4x*— 12 35’(;'—"1/3) M(‘;":—”) numerador y cualquier

denominador con un

5% mismo factor comun,
6
1
(B)4—'2x+(x_2)=2'(2—x). - »’f—.2»5'5.e|rnismuque‘"72
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=]
=% _ =z=D) b*al=-(g—b):
= 0 .
2(x_2) Z(H) un util cambio en
1

algunos problemas.

1

2
©ZE -2yt P4y

Xy~ P ¥+ 20y+y
2 1 1

_ Xy F)) | ()
W(xf]"?)(x =3 (x’l@(ﬁ’?ﬁ-‘?)
y

-2
Hx =)

Problema seleccionado 3 Realice las operaciones indicadas y reduzca los términos semejantes.

126y ¥ +6eg+9 L X=16
(A)zxy’+6xy 3y + 9y (B) (4—x) = 5
©) m® + n’ Am’n—m’n2+mn3

2m* + mn — n*  2m’n® — m*n’

® Suma y resta Nuevamente, debido a que se restringen los reemplazos de las variables a los nimeros
reales, la suma y resta de las expresiones racionales se deducen de las reglas para la
suma y resta de fracciones numéricas reales (teorema 3 en la seccion 1-1).

Por consiguiente, se suman las expresiones racionales con los mismos denomina-
dores sumando o restando sus numeradores y colocando el resultado sobre el comiin
denominador. Si el denominador no es el mismo, las fracciones se expresan en térmi-
nos mas complicados, usando la propiedad fundamental de las fracciones para obtener
denominadores comunes y después se procede como se ha descrito.
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Aun cuando cualquier denominador comun funciona, el trabajo se simplificara si
se usa el minimo comiin denominador (MCD). Frecuentemente, el MCD es obvio, pero
si no es asi, los pasos del cuadro describen cémo encontrarlo.

EJEMPLO 4 Suma y resta de expresiones racionales

Combine en una sola fraccion y reduzca a términos mas simples.

3 5 11 4 5x
_—+____ S, e
Wwte s P g™
x+3 x+2 5

© 2"6+9 ¥-9 3-x

Soluciones  (A) Para encontrar al MCD, factorice cada denominador completamente:

10=2-5
6=2-3!LCD=2:3:-5=90
45=3%.5
Ahora use la propiedad fundamental de las fracciones para hacer cada denomina-
dor de 90:
3.5 1_9-3 15-5 2-1
10 6 5 910 15-6 2-45
| Pt sia aaa i i ol 9
I
|90 90 90 !
il |
_21+75-22 _80 _38
90 9 9
9x = 3%
B = - 2 =
“6y==z-3y=]LCD 2. Py = 1807
4 5x 2v'+4  3x+5x  18xy’
— == -
9% 6y 2v * 9% 3x 6 * 18x)y°

_ 8" — 152 + 18x%°
E T
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© x4+ 3 _x+2_ - _ x+2 % 3
X—6x+9 -9 3-x (x—3)? x—3)x+3) x-—-3

EIMCD = (x — 3)%(x + 3) Por consiguiente,
(x + 3)° _ =3+ N 5 — 3)(x + 3)
c—3Px+3) @xE—-3Px+3) &-3P%:+3)
_@PH6x+9 - (P —x =6+ 529 e debe tenc
(x— 3¥(x + 3)
=x2+6x+9—f+x+6+5f—45
x=3Px+3)

_ 5x* + 7x — 30
x—=3P(x+3)

Problema seleccionado 4 Combine una sola fraccion y reduzca a términos mas simples.
5 1 6 1 Zx+1. 3
@A) 28 10 35 ®) 4x* 1 g 12x
y—3 y+2 2

© Y—4 yY-4y+4 2-y

16
EXPLORACION Y ANALISIS 2  ;Cusl es el valor de 4 ?
2

(Cuél es el resultado de introducir 16 + 4 <+ 2 en una calculadora?
¢(Cudl es la diferencia entre 16 + (4 + 2) y (16 + 4) + 2?

_¢Como podria usar las barras de fraccion para distinguir entre estos dos casos cuando
16
se escribe 4 ?
2

* Fracciones Una expresion fraccional con fracciones en su numerador, denominador, o ambos, se
compuestas  llama fracciéon compuesta. Con frecuencia es necesario representar una fraccién com-
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puesta como una fraccion simple, esto es (en todos los casos que se consideraran),
como el cociente de dos polinomios. El proceso no implica ningiin concepto nuevo. Es
importante aplicar los viejos conceptos y realizar el proceso en la secuencia correcta.
Ahora se ilustraran dos enfoques al problema, cada uno con sus propios méritos, de-
pendiendo del problema en particular que se esté considerando.

EJEMPLO 5  Simplificacion de fracciones compuestas

Exprese como una fraccion simple reducida a los términos minimos:

2
Z-1
X

2
2

Solucion  Método 1. Multiplique al numerador y al denominador por el MCD de todas las
fracciones en el numerador y denominador, en este caso x*. (Ahora multiplique por 1 =

ix)

P —— .|
‘G ) | 2
2l2-1) 1 #E-w :

X S ! =2x—x2= ¥2—%)
:i_l E_gi_Jf 4-x2 @Q+x2-%
X Xz : J.x2 X : 1

_ X
_2+x

Método 2. Escriba el numerador y el denominador como fracciones simples. Después
trate como un cociente.

2_1 2—X 1 X
x _ x _2-x 4-x 2-% e
4 Ta-2 x££ ¥ e0n2+x
2 e ' ‘
. X
T2 4

Problema seleccionado 5 Exprese como una simple fraccion reducida a los términos mas simples. Use los dos
meétodos descritos en el ejemplo 5.
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EJEMPLO 6  Simplificacion de fracciones compuestas

Exprese como una fraccion simple al reducir a los términos mas simples:

"l

\dNIH

= I=
~ =

Solucion  Usando el primer método descrito en el ejemplo 5, se tiene

i e e e e E |
STPIE A I N R N |
| S pos elagiges
ep(Z-2) 1 e o | PR 00+
LA TR S .
Y+
T o+

Problema seleccionado 6 Exprese como una simple fraccion reducida a los términos mas simples. Use el primer

método descrito en el ejemplo 5.

a_b
b a
a b
=+t~
b a
Respuestas a los problemas seleccionados
Ix+2 £+2r+4 I+ P+ e =1
b (4) x+1 & x+4 ’ x
-5
3 (A) 2x (B) ;'+—‘—1- (C) mn
id 32— 5x— 4 2% -9y — 6
4, @B 2 (©) OG-0 +2
1 a—b
LH T 6. TS
EJERCICIO 1 -4 '
A
d*  d? a d (d* a
En los problemas del I al 20, realice las operaciones indica- L 8 - Gt AdD “3a  \6a® AL
das y reduzca las respuestas a los términos mas simples. Re-
presente cualquier fraccion compuesta como fracciones simples 3. _-1l_y ; i x_1
reducidas a los términos mds simples. 18 28 42 12 18 30



““ow Tam o
22+ 7x+3

7 e g +@x+3)
©=-9

& =il

9. m+n _ m—mn

m - m—2mn+ n
P—6x+9 2+2%-15

it Pk
1 1
el Rl
3 2
B AT P41
m-—1 x4+ 1
13.M—3—m 14‘4’—1—1
5 2 3 2
15'1-—3_3—-.: 16'0—] 1—a
2 1 2y
17.
y+3 y—-3 y¥-9
2x 1 1
18. -
22—y x+y x-y
1—§ 1+%
19, 20.
y 9
1-21 x-=
x x
B o

(| Los problemas del 21 al 26 estdn relacionados con cdlculo.

' Reduzca cada fraccion a los términos mds simples.

607 + 2)* — 2x(x* + 2)°

X‘

402 + 3) — 332 + 37
' »
2x(1 = 3x)* + 92(1 — 3x)?
(1 - 3x°
2x(2x + 3)* — 8%(2x + 3)°
(2x + 3)°
—2x(x + 4) = 33 — B)(x + 4)°
(x + 4)°

21

22

23,

24.

25,
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3% + 1) — 302 + 4)(x + 1)?

. (x+1)°

En los problemas del 27 al 40, realice las operaciones indica-
das y reduzca las respuestas a los términos mds simples. Re-
presente cualquier fraccion compuesta como fracciones simples
reducidas a los términos mds simples.

27 y _ 1 _ 2
"Y¥-y—2 yY+5y-14 yY+8+17
2 x=1 1
. * e e
28::‘-!-2x-+1 3x+3 6

9 — m* m+2
% m+5m+6 m—3
2—-x X+4x+4
U+ F£-4
x+7 +y+9
ax —bx by—ay

31.

c+2 =32 c
B8 To-3 g
2-16 22— 13x+36

Bomrimr 8 P41

ey 3N EEEY
3. CT RS El 2
Y a3 y

35f-xy+( i +x2—zxy+yz)
"xyt+ ¥y \XP+ 2y + ) 2y + xy?

(x’—xy. it );f—hyﬂ*

yty 2+2y+y)  Py+xp

X 1 .4
s (f-lﬁ_x+4) “x+4

3 1 Cx+4
38'(x—2 x+1)7x—2
o]
]+:‘11—5 Z_242%
39, ———t. R A
4 5 X 0y
I dpommiim ol
x X y x

Los problemas del 41 al 44 se relacionan con el cdlculo. Rea-
lice las operaciones indicadas y reduzca las respuestas a los
términos mas bajos. Represente cualquier fraccion compuesta
como fraccion simple reducida a sus términos mds simples.

1 1 1 1

x+h x (x+h)1~;
41. h 42. W

x+hp 2 2w +2h+3 243
43.x+h+i x+:2 4. x+h}I X
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En los problemas del 45 al 52, imagine que las “soluciones”
indicadas le fueron dadas por un estudiante a quien estd ase-
sorando en su clase.

(4)

(B)

46.

48.

¢Es la solucién correcta? Si considera que la solucion
es incorrecta expliqgue por qué y como se puede
corregir.

Muestre una solucién correcta para cada solucién
incorrecta.

£+5+4 2L+5%

+
x+4 ol
X =2—=3 £ —2
= =x—i2
x =3
-
W=(x+l)z—f=2x+l
2
(—x%xj=(x+l)3—r’=3x2+3x+l
x— 2x r—2x+x—2
B _ =
P
2 _x+3 u+2-x-3_ 1
r—1 o1 xt =1 x+1

x—32 i N
X=3x+2 X-3x+2 x-2

C — : .

En los problemas del 53 al 56, realice las operaciones indica-
das y reduzca las respuestas a los términos mds simples. Re-
presente cualquier fraccién compuesta como fracciones simples
reducidas a los términos mds simples.

y— Yy L.
y—=x T
53.1+ o 4. — »
¥y =t s—1t
1
55. 2 — 12 56. 1 - .
- e 1

|

En los problemas 57 y 58, a, b, ¢ y d representan los niimeros
reales.

57. (A) Pruebe que d/c es el inverso multiplicativo de c/d (c,
d#0).

(B) Use el inciso (A) para probar que

—_—— = — . = b

& 2 b g g
58. Pruebe que

a ¢ a+tc

—+—-= b#

b b b 0

SECCION 1‘5 Exponentes enteros

*  Exponentes enteros

Notacioén cientifica

Al matematico y filésofo francés René Descartes (1596-1650) generalmente se le atri-
buye la introduccion de la muy util notacion de exponentes “x™”. Esta notacion, asi
como otros avances en dlgebra se encontraron en su libro Geometria, publicado en

1637.

En la seccién 1-2 se introducen los nimeros naturales como exponentes para es-
cribir de manera mas corta un producto que involucre los mismos factores. En esta
seccion se desarrollara el significado de exponente para incluir a todos los enteros de
tal manera que las formas exponenciales de los siguientes tipos tengan significado:

7 5% 3.14°

* Exponentes La definicion 1 generaliza la notacion de exponentes para incluir al 0 y a los exponen-

enteros tes enteros negativos.
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DEFINICION 1

a’, nun entero y a un nimero real.
1. Para n un entero positivo:

af=qg~a>v q P=3:3-3:-3.3

n factores de a
2. Paran=0:

a=1 a#0 1320 =1
0° no esta definida

3. Para n un entero negativo:

Nota: En general, se puede mostrar que para todos los enteros n

as=— a<lJ;_]

—n_l
gl
a" a’ a?

EJEMPLO 1

Problema seleccionado 1

Uso de la definicion de los enteros positivos

Escriba cada inciso como una fraccion decimal o usando exponentes positivos.

1 1
3p2)0 = s = =
(A) (WY 1 u#0, v#0 (B) 10 10 - 1000 0.001
1 == ] 2 1 1 |
o AT —_—  mE—t— = —t = | ==
(6 =3 Wy 151 2" 177

Escriba los incisos (A)-(D) como fracciones decimales y los incisos (E) y (F) con expo-
nentes positivos.

(A) 636° (B) (x3)° x#0 (C) 1073
1 1 i

EATER v

Las propiedades bésicas de los exponentes enteros se resumen en el teorema 1.
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Teorema 1 Propiedades de los exponentes enteros

Para n y m enteros y a y b nimeros reales:

1. @tah =a"" g’ ; =9rtBy =g?
2. (a")y"=a™ (a® : = gt-23 ::(1 4
3. (ab)" = a™b" (ab)® = a*b?
I L. I WY, (Ei
b b b b*
i # ey
5. 2.1 a#0 .
a’ — a 1 1
z —— e =
a* a- a

EXPLORACION Y ANALISIS1 La propiedad 1 del teorema 1 se puede expresar verbalmente de la siguiente manera:

Para encontrar el producto de las dos formas exponenciales con la misma base, sume
los exponentes y use la misma base.

Exprese las otras propiedades en el teorema 1 verbalmente. Decida cual encuentra
mias ficil de recordar, una férmula o una descripcion verbal.

EJEMPLO 2 Uso de las propiedades de los exponentes

Simplifique usando las propiedades de los exponentes, y exprese las respuestas usando
solo exponentes positivos.*

w oy [TETHE] -
- 1
® o
S ]
© —4 = (~4y = —4y — (~4» | = —4y" = (-64)" |
= —4y’ + 64y° = 60y’

* La palabra “simplificar” significa que se eliminan los factores comunes de los numeradores y denomina-
dores y se reduce al minimo el nimero de veces que la constante dada o la variable aparece en una expre-
sion. Se pide que las respuestas se expresen empleando exponentes positivos sdlo en orden para tener una
forma definitiva de una respuesta. Posteriormente en esta seccion se enumeraran las situaciones donde se
requieren los exponentes negativos en la respuesta final.
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Problema seleccionado 2 Simplifique usando propiedades de los exponentes, y exprese las respuestas usando
sélo exponentes positivos.

—7

A) (¥ )3  (B) 2 © 2¢ - (—20°

PRECAUCION Tenga cuidado cuando use la relacion a™ =

aﬂ
2 1 a w
ab™' # — g =— ¥ alct—
ab b ab
1 #al+p! ) =(a+b" y 1——'-]—=H1’|b'
a+b a+b a b

No confunda las propiedades 1 y 2 en el teorema 1:

aa* * a*+* dat =t =d propiedad 1, teorema 1

@)f+att () = ?.* = g propiedad 2, teorema 1

De la definicién de exponentes negativos y de las cinco propiedades de los expo-
nentes, se puede establecer facilmente las propiedades siguientes, que se usan a menu-
do cuando se trabaja con formas exponenciales.

Teorema 2 Propiedades adicionales de los exponentes

Para a y b, cualesquiera nimeros reales y m, n y p cualesquiera niimeros enteros
(se excluye la division entre 0):

b b
3. a” = ﬂ 4. i s = £ )
D a b a

Prueba  Se prueban las propiedades | y 4 del teorema 2 y las pruebas de las propiedades 2 y 3 se
dejan como ejercicio.

1. (a"b'y = @b 2. (ﬂ)” P i

Il

1. (@"b")? = (@™*(b")? propiedad 3, teorema 1

Il

a™™br" propiedad 2, teorema 1
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a\\* a”
4. E = pr propiedad 4, teorema 1
b’l
=== propiedad 3, teorema 2
a
b n
= (— propiedad 4, teorema 1
a

EJEMPLO 3

Problema seleccionado 3

Uso de las propiedades de los exponentes

Simplifique mediante las propiedades de los exponentes, y exprese las respuestas usan-
do s6lo exponentes positivos.

S A T
(A) (20 3b2) 2=2 2aﬁb 4=ZE

a3 ﬁz_ a—6 _blo a3 —2_ bﬁ Z—blo
O Tt o B @)t

i . S

©

6x—4y3 - 3y3—<—5) 3y5
R e b e e D D (|
m=3m\ -2 ! m3r3\-2 m° —2: 1 \-2 1
o ()" (- )] -6
L S . — —_
1
E +y77=
E) (x+y @+

Simplifique mediante propiedades de los exponentes, exprese las respuestas usando
s6lo exponentes positivos.

- ) 6m=’n*
(A) Gxy™)? (B) (y4) © Seprie
g 1
® ) ® o

Al simplificar formas con exponentes hay a menudo mas de una secuencia de
pasos que le conduciran al mismo resultado (véase ejemplo 3B). Use la secuencia
de pasos que considere més adecuada.

EJEMPLO 4

Simplificacién de una fraccién compuesta

Exprese como una simple fraccion reducida con los términos simplificados al minimo:
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Il
bssssaacsiai

_Yy-® _ - x)etx)
xP + a2y xy(p-+=x)
1

=
Xy

Problema seleccionado 4 Exprese como una simple fraccion reducida a los términos mas simples:

x—x!

1 —x?

» Notacion cientifica Eltrabajo cientifico a menudo implica el uso de cantidades muy grandes o muy peque-
fias. Por ejemplo, una célula promedio contiene alrededor de 200 000 000 000 000
moléculas, y el didmetro de un electron es de alrededor de 0.000 000 000 0004 centi-
metros. Esto por lo general causa problemas al escribir y trabajar con cantidades de este
tipo en forma decimal estandar. No se pueden introducir las cantidades anteriores en la
mayoria de las calculadoras. Con exponentes ya definidos para todos los enteros, es
posible expresar cualquier forma decimal como el producto de un nimero entre 1y 10
y con una potencia entera de 10, es decir, en la forma

a X 10" 1 = a <10, n es un entero, a esta en forma decimal

Un niimero que se expresa en esta forma se dice que estd en notacion cientifica.

EJEMPLO 5 Notacion cientifica

Cada nimero esta escrito en notacion cientifica.

7=7x%x10° 0.5=5x%x10"
720 = 7.2 X 10? 0.08 =8 x 1072
6430 = 6.43 X 10° 0.000 32 =32x10"*

5350000 = 5.35 X 10° 0.000 000 0738 = 7.38 X 10°*

(Se puede descubrir una regla que relacione el numero de cifras decimales y la
posicion del punto decimal con la potencia de 10 que se estd usando?
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Problema seleccionado 5

7320000 : =7.320 000. X 10% | =7.32 X 10°
ié luga r‘s ;i;ﬂ-."f;uivru't) E
E Ex[ﬁf.:"lffr;:w ;;::mf.-n j
0.000 000 54 ‘ = 0.000 000 5.4 X lO""’«i =54X10"7
V7 U'i‘ilu‘i_\} derecha '
i L\pr__me::_-rw wiﬁt\io__j

(A) Escriba cada nimero en notacién cientifica: 430; 23 000; 345 000 000; 0.3; 0.0031;
0.000 000 683

(B) Escriba en notacion decimal estandar: 4 X 10% 5.3 X 105 2.53 X 102 7.42
X 107¢

En la mayoria de las calculadoras se expresan niimeros muy grandes y muy peque-
fios en notacién cientifica. (En cualquier parte en este libro encontraré ejercicios opcio-
nales que requieren una calculadora grafica. Si tiene una calculadora, seguramente la
usard aqui. Por otra parte, cualquier calculadora cientifica sera suficiente para resolver
los problemas de este repaso.) Consulte el manual de su calculadora para ver como se
introducen en ella los niimeros en notacién cientifica. Algunos métodos comunes para
desplegar notacion cientifica en una calculadora se muestran a continuacion.

Despliegue de Despliegue de
Representacion una calculadora una calculadora
numeérica cientifica tipica grifica tipica
5.427 493 x 107V ) |5.4274938-17
2.359 779 X 10* 350770518

EJEMPLO 6

Uso de la notacion cientifica en una calculadora

Escriba cada nimero en notacién cientifica; después realice los calculos usando su
calculadora. (Refiérase al manual del usuario de su calculadora para el procedimiento.)
Exprese la respuesta con tres digitos significativos* en notacién cientifica.

325 100 000 000 _3.251 x 10"
0.000 000 000 000 0871 8.71 X 107 '
- :'_v\,u_‘?H;,A Despliegue de calculadora
= 373 X 1024 Con tres digitos significativos

* Para quienes no estén familiarizados con el significado de digitos significativos, véase el Apéndice A en
donde se analiza brevemente este concepto.



FIGURA 1

Problema seleccionado 6

1-5 Exponentes enteros 49

La figura 1 muestra dos soluciones a este problema en una calculadora graficadora. En
la primera solucion se introducen los niimeros en notacion cientifica, y en la segunda se
utiliza una notacion decimal estandar. Aunque la linea multiple desplegada en pantalla
de una calculadora grafica permite introducir nimeros decimales estandar muy gran-
des, usualmente la notacion cientifica es mas eficiente y menos propensa a errores en la
introduccion de datos. Ademas, como se muestra en la figura 1, la calculadora usa
notacion cientifica para desplegar la respuesta, prescindiendo de la forma en que se
introducen los nimeros.

Repita el ejemplo 6 para:

0.000 000 006 932
62 600 000 000

EJEMPLO 7

Solucion

Problema seleccionado 7

Medicion del tiempo con un reloj atémico

Un reloj atdbmico que cuenta las emisiones radiactivas del cesio se usa para proporcio-
nar la definicion de un segundo. Un segundo es definido como el tiempo que le toma
al cesio emitir 9 192 631 770 ciclos de radiacién. ;Cuantos de estos ciclos pueden ocu-
rrir en una hora? Exprese la respuesta con cinco digitos significativos en notacion cien-
tifica.

(9 192 631 770)(60%)

AR AT
3.309347437r1 3|

3.3093 x 10"

Refiérase al ejemplo 7. ;Cuantos de estos ciclos pueden ocurrir en un afio? Exprese el
resultado con cinco digitos significativos en notacion cientifica.

Respuestas a los problemas seleccionados

L (A1 /(B 1 (0000001 (D100 (E)x (F) v
2. (A) 15x  (B) 3/2y) (C) —14x*

3 (A) ¥N9x*)  (B) YU (C) 2n%(5m) (D) x*  (E) (a — b)Y

4. x

5. (A) 43 X 10% 23 X 10% 345 X 10% 3 X 107"; 3.1 X 107% 6.83 X 10~

(B) 4 000; 530 000; 0.0253; 0.000 007 42

6. 1.11 X 107" 7. 2.8990 X 10"
EJERCICIO 1 "S
Las variables estan restringidas para evitar la division entre 0., Ly~ 2. ¥x7? 3. (2B
A 4. 2GR 5 By 6. (2cd)
Simplifique los problemas del 1 al 16 y escriba las respuestas 7. ("TI’J)4 8. (xz_yz)3 9, E;_lo.;_];.
usando solo exponentes positivos. c'd 2w 107 - 10
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107"2-. 107 4x~2y"3
e Hy——

W 107 - 10° 28 y!
2061‘)“2 n~3\-2

2 faw - (—

il W 8 x 10°

i (F) B %10
18 X 10"

16 ox 10~

Escriba los mimeros de los problemas del 17 al 22 en notacion
cientifica.

17. 32 250 000 18. 4 930
19. 0.085 20. 0.017
21. 0.000 000 0729 22. 0.000 592

En los problemas del 23 al 28, escriba cada nimero en forma
decimal estandar;

23, 51073 24. 4 X 107 25. 2.69 x 107
26. 6.5 X 10° 27. 59X 107" 28. 6.3 X 107
B

Simplifique los problemas del 29 al 42, y escriba las respues-
tas utilizando solo exponentes positivos. Escriba las fraccio-
nes compuestas como funciones simples.

2T 32n°n~® b )2
29. E’;_—;y—z = 31 (x_zy_‘
m—zns 2 2X—3y2 = 6mnf2 =3
3. (EF) 33. ( — M (7o
u3v—lw—2 =212 x—ZyEI 2]—]
1 +x!
3. (x +y) 2 B @-p) 39 J:
] —x 2 F ey u+v
E 8= e Q2 ——

| 43, -3 + 3G
44, =202 + 32 + 3)

45. ¢Cudl es el resultado de introducir 2* en una calculadora?

46. Refiérase al problema 45. ;Cual es la diferencia entre 2%
¥ (2%)?? ;Cuales concuerdan con el valor de 2% obtenido
en la calculadora?

47. Sin = 0, entonces la propiedad 1 en el teorema 1 implica
que a"a’ = a"** = g™ Explique coémo esto ayuda a obte-
ner la definicién de a°.

48. Sim = —n, entonces la propiedad 1 en el teorema 1 impli-

caquea "a" = 4" = 1. Explique c6mo esto ayuda a obte-
ner la definicion de a .

| Los problemas del 49 al 54 son calculos relacionados. Escriba

“= cada problema en la forma ax” + bx? 0 ax” + bx? + cx’, donde a,

by c son niimeros reales y p, q y r son enteros. Por ejemplo,

_____________ 2
20—32+1 | 2« 3¢ 1 |
20 1T 20 20 20 |
s J
3
=x— Ex" + =—x3
4 - 12 6x° + 9x
49 % SO.T
5¢) =2 e — 22
. 2
L= o
2Y — 3¢ + x It — 4 — 1
53. 2 54.—41_,—

Resuelva los problemas del 55 al 58 con tres digitos significa-
tivos, utilizando notacion cientifica donde sea apropiado y una
calculadora.

(32.7)(0.000 000 008 42)
" (0.0513)(80 700 000 000)

(4 320)(0.000 000 000 704)
(835)(635 000 000 000)

(5 760 000 000)
" (527)(0.000 007 09)

0.000 000 007 23
" (0.0933)(43 700 000 006)

56.

En los problemas del 59 al 64, utilice una calculadora para
evaluar cada uno de los siguientes problemas para cinco digitos
significativos. (Lea el manual de instrucciones que acomparia
a su calculadora).

59. (23.8)%
61. (—302)77
63. (9 820 000 000)°

60. (—302)
62. (23.8)°®
64. (0.000 000 000 482)*

o

Simplifique los problemas del 65 al 70, y escriba las respues-
tas utilizando solo exponentes positivos. Escriba fracciones
compuestas como fracciones simples.

65 12(a + 2b)7? 4x -3
© 6(a +2b)7° T 8(x— 3
_U,—z . yx—-z b2 — 2

7 e s

u—z e
==

= —1
69. (%)
xt—y



APLICACIONES

71. Ciencias de la Tierra. Si ld masa de la Tierra es de aproxi-
madamente 6.1 X 10> gramos y cada gramo es de 2.2 X
1073 libras, ;cual es la masa de la Tierra en libras?

72. Biologia. En 1929 Vernadsky, un bidlogo, estimo que todo
el oxigeno libre de la Tierra pesa 1.5 X 10*' gramos y que
éste es producido sélo por la vida. Si 1 gramo es aproxi-
madamente 2.2 X 1073 libras, ;cual es el peso del oxigeno
libre en libras?

73

Ciencias de la computacién. Si una computadora puede
efectuar una sola operacién en 107'° segundos, /cudntas
operaciones puede efectuar en 1 segundo? ;En | minuto?
Calcule las respuestas con tres digitos significativos.

*74. Ciencias de la computacion. Si la electricidad viaja a la

velocidad de la luz (1.86 X 10° millas por segundo), ;qué

5

76

51

1-6 Exponentes racionales

distancia viajara la electricidad en el superconductor de la
computadora (véase problema 73) en el tiempo que le toma
realizar una operacion? (El tamafio de los circuitos es un
problema critico en el disefio de computadoras.) Dé el re-
sultado en millas, pies y pulgadas (1 milla = 5 280 pies).
Calcule la respuesta con dos digitos significativos.

Economia. Si en 1986 el contribuyente de Estados Uni-
dos pagaba alrededor de $349 000 000 000 por concepto
del impuesto sobre la renta federal y la poblacion era de
aproximadamente 242 000 000, calcule con tres digitos sig-
nificativos el porcentaje de impuesto que paga cada con-
tribuyente. Escriba la respuesta en notacion cientifica y en
la forma decimal estandar.

Economia. Si el producto nacional bruto (PNB) de Esta-
dos Unidos en 1986 fue de $4 240 000 000 000 y la pobla-
cion era de aproximadamente 242 000 000, estime con tres
digitos significativos el PNB por persona. Escriba la res-
puesta en notacion cientifica y en forma decimal estandar.

SECCION 1"6 Exponentes racionales

. Raices de nimeros reales

*  Exponentes racionales

Se conoce ya el significado de simbolos como 3%, 27 y 7% es decir, ya se definio a”,
donde n es cualquier entero y a es un nimero real. Pero, ;qué significan simbolos como
412y 7239 En esta seccion se amplia la definicion de exponente a los nimeros raciona-
les. Se pudo hacer esto antes, sin embargo, es necesario un conocimiento exacto del
significado de “raiz de un numero”.

* Raices de numeros
reales

Tal vez recuerde que una raiz cuadrada de un niimero b es un numero c, tal que ¢ = b,
y una raiz cubica de un nimero b es un nimero d tal que & = b.

(Cuales son las raices cuadradas de 9?

3 es una raiz cuadrada de 9, ya que 3> = 9.

—3 es una raiz cuadrada de 9, ya que (—3)* = 9.

Por consiguiente, 9 tiene dos raices cuadradas reales, una es el negativo de la otra.
| ;Cuales son las raices cubicas de 8?7

2 es una raiz cuadrada de 8, ya que 2° = 8.

Y 2 es el unico numero real con esta propiedad. En general:
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DEFINICION 1

Definicion de una raiz nésima

Para un niimero natural n, y a y b nlimeros reales:

aesunaraiznésimade bsia" = b 3 es una raiz cuarta de 81, ya que 3* = 81

(Es —4 una raiz cubica de —64?
(Es 8 0 —8 una raiz cuadrada de —64?

¢Puede encontrar cualquier nimero real b con la propiedad de que 5* = 64? [Suge-
rencia: Considere el signo de b’ parab>0y b <0.]

(Cuantas raices cuadradas reales de 4 existen? ;De 5? ;De —9? ;Cuéntas raices
cuartas reales de 5 existen? ;De —5? ;Cudntas raices ctbicas reales de 27 estan presen-
tes? ;De —277 El siguiente teorema importante (establecido sin prueba) responde estas
preguntas.

Teorema 1

* Exponentes
racionales

Nidmero de raices reales nésimas de un nimero real b*

n par n impar

b positivo Dos raices reales nésimas Una raiz real nésima
—3 y 3 son las dos raices 2 es la Unica raiz cubica real de 8
cuartas de 81

b negativo Raices nésimas no reales Una raiz real nésima
—9 no tiene raices cuadradas  —2 es la Unica raiz ctbica real de —8
no reales

En consecuencia, 4 y 5 tienen dos raices cuadradas reales cada uno, y —9 ninguna.
Hay dos raices cuartas reales de 5 y ninguna para —5.Y 27 y —27 tienen una raiz
cubica real cada una. ;Qué simbolos se utilizan para representar estas raices? En segui-
da se vuelve a esta pregunta.

Si todas las propiedades de los exponentes se van a mantener constantes aunque algu-
nos de los exponentes sean niimeros racionales, entonces

(SIIH)J p— 53!3 =95 y (7!/2)2 = 72/2 =7

Debido a que el teorema 1 establece que el nimero 5 tiene una raiz ciibica real, parece
preferible usar el simbolo 5'° para representar esta raiz. Por otra parte, el teorema 1
establece que 7 tiene dos raices cuadradas reales. ;Qué raiz cuadrada real de 7 repre-
senta 7"?? La respuesta a la pregunta se da en la siguiente definicién.

*En esta seccion se limita el anlisis a las raices reales de los nimeros reales. Después de que los nimeros
reales se extienden a los nimeros complejos (véase seccion 1-5), las raices adicionales se deben de conside-
rar. Por ejemplo, aparece que 1 tiene tres raices cubicas: ademas del nimero real 1, hay otras dos raices
clibicas de 1 en el sistema de nimeros complejos.
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DEFINICION 2  b'" raiz principal nésima

Para n un nimero natural y b un nimero real,
b'" es la raiz principal nésima de b
definida como:

1. Sinespary b es positivo, entonces b'” representa la raiz positiva nésima
de b.

162 = 4 no —4y4.
-16"2 = —4 =162y (—16)"? no son iguales.

2. Sinespary b es negativo, la ' no representa un nimero real. (Posterior-
mente se profundizara en este caso.)

(—16)'"? no es real.

3. Sinesimpar, entonces b'" representa la raiz real nésima de b (sélo hay
una).

325=2 (-32)'5=-2
4. 0"=0 0#=0 (0¥=0

EJEMPLO 1 Raices principales nésimas
(A) 92 =3
(B) —9'2 = -3 Compare los incisos (B) y (C).
(C) (—9)'2 no es un nimero real. D) 271*2 =73

(E) (-27)” = -3 F) 07 =0

Problema seleccionado 1 Encuentre cada una de las expresiones siguientes:
(A) 472 (B) —4'7 © (42
(D) 87 (E) (-8)"” F o~

¢Cémo se define el simbolo 7**? Si las propiedades de los exponentes son vélidas
para exponentes racionales, entonces 72° = (7'%)%; es decir, 7%° debe representar el
cuadrado de la raiz ctibica de 7. Esto conduce a la siguiente definicién general:

DEFINICION 3 b™"y b™'", nimero racional como exponente

Para m y n nlimeros naturales y b cualquier nimero real (excepto b que no puede
ser negativo cuando » es par):

1
bm/n
ot U
472 8
(=32)% = [(~32)'P = (-2)* = -8

bm/n' = (bln’n)m y b—m.'n -

432 = (423 = 23 =8 4V (—4)*? no es real
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Ahora que se ha analizado ™" para todos los niimeros racionales m/n y niimeros
reales b. Se puede mostrar, aunque no se hara aqui, que las cinco propiedades de los
exponentes enlistados en el teorema 1 de la seccion 1-5 contintian siendo vélidas para
los exponentes racionales en tanto se eviten las raices pares de numeros negativos. En

“efecto, con esta tltima restriccién la siguiente relacion util es una consecuencia inme-
diata de las propiedades de los exponentes:

Teorema 2

Propiedad de los exponentes racionales

Para m y n niimeros naturales y b cualquier numero real (excepto b que no puede
ser negativo cuando 7 es par):

prin = [(bl."n)m 82/3 - J(SL 0
(™)' (CHIE

EXPLORACION Y ANALISIS 2

Encuentre la contradiccién en la siguiente cadena de ecuaciones:

(En donde se intenté usar el teorema 2? ;Por qué esto no fue correcto?

Las tres formas exponenciales en el teorema 2 son iguales siempre que sélo se
impliquen niimeros reales. Pero si b es negativo y n es par, entonces 5" no es un niime-
ro real y el teorema 2 no necesariamente se cumple, como se ilustra en el apartado de
exploracion y andlisis 2. Una manera de evitar esta dificultad es suponer que m y n no
tienen factores comunes.

EJEMPLO 2

Uso de los exponentes racionales

Simplifique y exprese las respuestas usando s6lo exponentes positivos. Todas las litera-
les representan numeros reales positivos.

(A) 8213 = (81/3)2 =22=4 or 82/3 = (82)1."3 = 641!3 =4
(B) {=B)F= [(=B) = (~2F = —32
(©) (Gx')2x'?) = 6x'7+17 = 6x%
4xh'3 12 41f2xll6 ) 2
(D) (xm) = AT pAee Lz

(E) (ulrz — 2\«"”)(3!{”2 + vln.) = 3y — Sulﬂvln — 2v
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Problema seleccionado 2 Simplifique y exprese las respuestas usando s6lo exponentes positivos. Todas las litera-
les representan nimeros reales positivos.

(4) 92 (B) (<271 (©) (DY) (D) @y

17\ 13
(E) (F) (F) 2x'2 < yONx'2 — 352

EJEMPLO 3 Evaluacion de formas exponenciales racionales con calculadora

Evaliie con cuatro digitos significativos usando calculadora. (Refiérase al manual de
instrucciones de su calculadora para ver como se evaltan las formas exponenciales.)

(A) 114 (B) 3.1046727 (C) (0.000 000 008 437)¥!1

Soluciones  (A) Primero cambie % a la forma decimal estandar de 0.75; después evalue 11°7° me-
diante una calculadora.

113 = 6.040

(B) 3.1046°%° = 0.4699
(C) (0.000 000 008 437)*'" = (8.437 x 10~%)*"
= 0.006 281

Problema seleccionado 3 Evalue con cuatro digitos significativos usando calculadora.
(A) 2% (B) 57.287%% (C) (83 240 000 000)*3

EJEMPLO 4 Simplificacion de fracciones que implican exponentes racionales

[ [ | Escriba la expresion siguiente como una fraccion simple reducida a los términos mas
simples y sin exponentes negativos:

(1 + "2 — 2@ + )2
I +.x

Solucion  El exponente negativo indica la presencia de una fraccion en el numerador. Multiplique
el numerador y el denominador por (1 + x%)"? para eliminar el exponente negativo y
simplifique.

(1 + )20 — 2@A + )72 (1 + A7
1ok & 1+ A
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2142 2+ -2 Zt+s
A +d® Q1+ AH” QA+

2+ 9
T+ )"

Problema seleccionado 4 Escriba la expresion siguiente como una fraccion simple reducida al término mas sim-
ple y sin exponentes negativos:

@A+ )2x) — (1 + ¥)"?(2x)

xl»

Respuestas a los problemas seleccionados

1. (A) 2 (B) -2 (C) Noesreal (D) 2 (E) =2 (F) 0

2. (A) 27 (B) 81 (C) 10y12 (D) 16y/x* (E) 2/x'1® (F) 2x — 5x'%y'? — 3y
3. (A) 1.297 (B) 0.034 28 (C) 1.587 x 10'®

4. -2 + A1 + )7

EJERCICIO 1 '6

Todas las variables representan nimeros reales positivos a

) . 4 -1/2 80‘-4b3 13 25x5y—l 12
menos que se indigue otra cosa. w . W
2k (9.1r'2 = 27a%™ % 16x~ %5
A =13 3/4 2Bp—1/2\2
- — 8x 6a a’’b
27. 12514 28. 157 29 ( a'?p'’? )
En los problemas del 1 al 12, evaliie cada expresion que resul- E—
te en un niimero racional. A Y
x IldyIJ’S
1. 16'2 2. 64'° 3. 167
4. 16¥ 5. —36" 6. 327 En los problemas del 31 al 38, multiplique y exprese las res-
7. (=36) 2 8. (—32)¥ 9, (%)”2 puestas usando solo exponentes positivos.
8 12 Kk -
18 o™ ik g ol ke 31 2m'PGBm* — md) 32, 304X — 24%)
Simplifique los problemas del 13 al 20, y exprese las respues- 33, (@' + 2b'2)(a'? — 3p'7)

tas usando sélo exponentes positivos.
34. (3u'? — v'2)(u'? — 4v'R)

13. 1/54,2/5 14. 1/4..3/4 15. dlﬂ -13
yry X d 3s. (zxin = 3y|rz)(2xuz + 3y1f2)
16. xln’4x*31‘4 17- —8y1/16 18. -2/ -6
il = 36. (Sm' + n'2)(Sm'2 — n'?)
19. (8xPy=5)!7» 20. (duhH'2
37. (xlfl -+ 2y|ﬂ)2 38. (3x|.’2 P ylﬂ)Z
B = En los problemas del 39 al 46, evaliie con 4 digitos significati-
vos usando calculadora. (Refiérase al manual de su calcula-
Simplifique los problemas del 21 al 30, y exprese las respues- dora para ver como se evaliian las formas exponenciales.)
tas usando sélo exponentes positivos. 39, 15% 40, 2232 41. 103-%
- (ﬂ__")”” - (L”’)"’ 5 (4"‘2)' = 42. 827-n 43. 2.876% 44. 37.097
b4 n—ifZ g y4

45. (0.000 000077 35)"*"  46. (491 300 000 000)"*



Los problemas del 47 al 50 ilustran los errores comunes que
implican exponentes racionales. En cada caso, encuentre ejem-
plos numéricos que muestren que el lado izquierdo no siempre
es igual al lado derecho.

47. (x <+ y)uz # xtf: + yuz 48. (13 + yz)lli Fx+ y

1
(x +yy

49. x+y)P# 50. x4+ #

(x+yy

\ Los problemas del 51 al 56 estdn relacionados con el cdlculo.

- Escriba cada problema en la forma ax? + bx4, donde a y b son
niimeros reales y p y q son niimeros racionales. Por ejemplo,

e e s S L e 9
AP 44 | 2P 41 |
s M o i 2 Bl
ax | ax a4 2F ol
O . S . BT -
1 -~
= Ex B4 x!
122 - 3 P +2 3R + X2
51. _4'x”2_ 52. 273 53 o
254 4 31 P 2B _ 412
54. 3x 55. 2x13 452

C .

En los problemas del 57 al 60, m y n representan enteros posi-
tivos. Simplifique y exprese las respuestas usando exponentes
Positivos.

57. (a®nbim)in 58. (a2
59. (xmiym3)-12 60. (a6~

01. Si es posible, encuentre un valor real de x tal que:
(A) 6)"”#x  (B) 0)2=x (C) ()P #x

62. Si es posible, encuentre un valor real de x tal que:
(A) ()2 # —x  (B) )7 =-x (O @"=—x

63. Sinespary b es negativo, entonces b no es real. (Simes
impar, n es par y b es negativo, es (b™)"" real?

64. Si se supone que m es impar y n es par, jes posible que uno
de (b'"y" y (b™)"" sea real y el otro no?

Los problemas del 65 al 68 se relacionan con el calculo. Sim-
plifique escribiendo cada expresion como una fraccion simple
reducida a los minimos términos y sin exponentes negativos.

1-7 Radicales 57

@x = D' — (@ + 2(G)2x — D'22)

65 o
g6, &= D" —xthiy — 12
x=1

¢, 8- DP -+ 1(3)(3Bx — 1)"%(3)

; (3x — 1)*?
gp EEYP - x(3)x + 2)12

" (X + 2)4.'3

)

APLICACIONES s

69.

70.

71.

72.

Economia. El niimero de N unidades de un producto ter-
minado producido con x unidades de mano de obra y y
unidades de capital en cierto pais del tercer mundo esta
aproximado por

N = 10x#y¥#  Ecuacién de Cobb-Douglas
Estime cuéntas unidades de un producto terminado se pro-
ducirén usando 256 unidades de mano de obra y 81 unida-
des de capital.

Economia. El nimero de N unidades de un producto ter-
minado producido por cierta compaiiia automotriz donde
las x unidades de mano de obra y las y unidades de capital
que se usan estan aproximadas por

N = 50x'2y'2  Ecuacion de Cobb-Douglas
Calcule cuantas unidades se producirin usando 256 uni-
dades de mano de obra y 144 unidades de capital.

Distancia de frenado. R. A. Moyer de la Universidad Es-
tatal de lowa, encontro, en pruebas completas realizadas
en 41 pavimentos mojados, que la distancia de frenado d
(en pies) para un automévil particular que viaja a v millas
por hora estaba dada aproximadamente por

d = 0.0212v'"

Aproxime la distancia de frenado al pie més cercano para
un carro que viaja sobre un pavimento mojado a 70 millas
por hora.

Distancia de frenado. De manera aproximada, ;cuantos
pies le tomaria al carro del problema 71 detenerse en el
pavimento mojado si estuviera viajando a 50 millas por
hora? (Calcule la respuesta al pie mas cercano.)

Radicales

SECCION 1 '7

* De los exponentes racionales a los radicales, y viceversa

*  Propiedades de los radicales

*  Simplificacion de radicales

*  Sumas y restas
*  Productos

*  Operaciones de racionalizacion
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(Qué hace que las siguientes expresiones algebraicas tengan algo en comtin?

1

2”2 2x2” xl,rz +y1.o'2
1

V2 —

W2 Vx +Vy

Cada par vertical representa la misma cantidad, una en forma de exponente racional y
la otra en forma radical. Hay ocasiones en que es mas conveniente trabajar con radica-
les que con exponentes racionales, o viceversa. En esta seccion se ve como las dos
formas estan relacionadas y se investigan algunas de las operaciones basicas de los
radicales.

* De los exponentes Se inicia este andlisis definiendo un radical de raiz nésima:
racionales a los
radicales, y viceversa

DEFINICION 1 /b, radical de nésima raiz

Para un niimero natural n mas grande que 1 y b un nimero real, se define V5 la
raiz principal nésima (véase la definicion 2 en la seccion 1-6); es decir,

Vb = b\
Sin = 2, se escribe \/Eenlugardc%
vas [ 135 - v 15 -2
S B F T
/=25 no es real $0=01=0

El simbolo V' se llama radical, » se llama indice y b se llama radicando.

Como antes se indico, a menudo es una ventaja poder cambiar hacia atras y hacia
adelante entre las formas con exponentes racionales y las formas con radicales. Las
relaciones siguientes, que son consecuencias directas de la definicion 1 y del teorema 2
de la seccion 1-6, son utiles en este caso.




1-7 Radicales 59

Nota: A menos que se indique lo contrario, todas las variables en el resto del anélisis
estan restringidas de manera que todas las cantidades implicadas son niimeros reales.

EXPLORACION Y ANALISIS 1

En cada una de las siguientes expresiones, evalie ambas formas radicales.

162 = V16 = (V16)°
278 = V27 = (V277

(Cual forma de conversién radical es més facil de usar si se estan haciendo los
célculos a mano?

EJEMPLO 1 Conversiones de exponentes racionales a radicales

Problema seleccionado 1

* Propiedades de los
radicales

Cambie de la forma de exponente racional a la forma radical.

(A) X7 = ‘\7/;

(B) (35‘2"'3)3,5 = Vs Bu*v ) o (Vs 33 Usualmente se prefiere ¢
1 1 3/1

C B = = o2 p—

( ) ¥ yz,-:; \3/)? o ¥ or y2

Cambie de la forma radical a la forma de exponente racional.

D) V6=6" (B -VFé=-2" (F) VF+y=E+y"

Cambie de la forma de exponente racional a la forma radical.

(A) u'® (B) (6x°y°)*° (©) Bxy)™*

Cambie de la forma de radical a la forma de exponente racional.

(D) VOu (E) — V() (F) VX +y

Al proceso de cambio y simplificacion de expresiones radicales se les suma la intro-
duccion de varias propiedades de los radicales que se deducen directamente de las
propiedades de los exponentes antes considerados.
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Teorema 1 Propiedades de los radicales
Para n un nimero natural mas grande que 1, y x y y nimeros positivos reales:
1. Vd*=x Vid=x
3, Vg=SrVy Yu=G%
3.ni=\"/; 4/3%__(-’}
y Vy Ny Yy
EJEMPLO 2 Simplificacion de radicales

Problema seleccionado 2

PRECAUCION

» Simplificacion
de radicales

Simplifique:

(A) V(3x%y)® =32
(B) VI0V5 = V350 = V25-2 =V25V2 =5V2
3 x vx vx 1

—_——= = — =
©VNy=3m~3 ° 3\/;

Simplifique:

(A) V2 + V¥ (B) V6V2 (©) \7%

En general, las propiedades de los radicales se pueden usar para simplificar tér-
minos elevados a potencias. Asi, para x y y niimeros reales positivos,

\W#\/F+\/?=x+y

pero

m+ﬁ=m=x +y

Las propiedades de los radicales proporcionan el significado del cambio de expresio-
nes algebraicas que contienen radicales a una variedad de formas equivalentes. Una
forma que con frecuencia es muy util es una forma simplificada. Una expresion
algebraica que contiene radicales se dice que esta en forma simplificada si se satisfa-

cen las cuatro condiciones que se exponen en la siguiente definicion.
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DEFINICION 2 Forma (radical) simplificada

1. Ningun radicando (la expresion dentro del signo radical) contiene un factor
a una potencia mas grande o igual que el indice del radical.
Por ejemplo, V¥ viola esta condicién.

2. Ninguna potencia del radicando y el indice del radical tiene un factor comiin
diferente de 1.
Por ejemplo, V/x* viola esta condicién.

3. No hay radicales en un denominador.
Por ejemplo, y/V/'x viola esta condicién.

4. No hay fracciones dentro de un radical.
Por ejemplo, V2 viola esta condicién.

EJEMPLO 3 Determinacion de la forma simplificada

Exprese los radicales en forma simplificada.

(A) \/12.,\13_)'52'2 = '\/(4):2)1422)(31)’) La condicién 1 no se cumple.
XPIYE = (xmyny

Vay = Uy

(B) V6xyVary? [= V(6x%y)(4x°y? : VX = Uxy

= V(8x%")(3x) La condicién 1 no se cumple.

s s
Yy = Va ¥y

=2x2y\1/§ Vx" = x

,_
5_‘* (4x’y)*® | Note la conveniencia de usar los exponentes racionales.
— (4x2y)h‘3
= 34x2y
(D) \3/\/2_7 = [(33)1/2]u3

St
| =) =3%

=37 =13
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Problema seleccionado 3

¢ Sumas y restas

Exprese los radicales en forma simplificada.

(A) V187 (B) V27a°0°V3a’b® (C) V&% (D) VVa

Las expresiones algebraicas que implican radicales con frecuencia se pueden simplifi-
car sumando y restando los términos que contengan exactamente las mismas expresio-
nes radicales. Ahora se procede esencialmente de la misma manera que cuando se
combinan términos semejantes en polinomios. La propiedad distributiva de los nime-
ros reales desempefia un papel central en este proceso.

EJEMPLO 4

Problema seleccionado 4

* Productos

Combinacion de términos semejantes

Combine tantos términos como sea posible:

(B) 2V — TV 1 =@ - Wi = —5Vay
(©) 3Vxy — 2Vay + 4Vxy = Way | = 3Vay + 4Vay — 2Vay — TVay |

Combine tantos términos como sea posible:

(A) 6V2 +2V2 (B) 3V2:%° — 8V2°
(C) 5V/mn® — 3Vmn — 2Vmn® + 7V mn

Ahora se consideraran varios tipos de productos especiales que implican radicales. La
propiedad distributiva de los niimeros reales desempefia un papel central en el enfoque
de estos problemas.

EJEMPLO 5

Multiplicacion de formas radicales

Multiplique y simplifique:

(A) V2(V10 - 3) = V2V10 - V2 -3 = V20 - 3V2 = 25 - 3V2
(B) (\/i—3)(\/§+5)=\/§x/§—3\/§+5\/_—15
=2+2V2-15
=2V2-13

(©) (Vx—=3)H(Vx+5=VxVx—3Vx+5Vx—15
=x+2Vx—15



Problema seleccionado 5

¢ Operaciones de
racionalizacion
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(D) (Vi + NN — V) =V + o~ NV = N/
=m—\3/m_n+m—n

Multiplique y simplifique:

(A) V3(V6 —4) (B) (V3 - 2(V3 +4)
© V5-2(Vy+4 (D) (VE - VW)(Va+ V)

Ahora se consideran las fracciones algebraicas que implican radicales en el denomina-
dor. Al hecho de eliminar un radical de un denominador se le llama racionalizacion del
denominador. Para racionalizar el denominador se multiplica al numerador y al deno-
minador por un factor adecuado que racionalice al denominador, es decir, que deje al
denominador libre de radicales. Al factor se le llama factor de racionalizacién. Los
siguientes productos especiales se usan para encontrar algunos factores de racionalizacién
(véase los ejemplos 6C, D):

(7 — b)a + b) =a — b? (1)
(@a— bl +ab+b)=a - b 2)
@+ b)a*—ab+b)=a+b 3)

EXPLORACION Y ANALISIS 2

Use los anteriores productos especiales (1) a (3) para encontrar un factor de
racionalizacion para cada una de las expresiones siguientes:

(A) Va-Vb (B)\/E+\/3 © Va-Vb @© Va+Vb

EJEMPLO 6

Soluciones

Racionalizacion de denominadores

Racionalice los denominadores.
3 o2a Vx+ Vy 1
s — —— D N, . M
W 5 ® V3 © 3vx- 2VYy ®) T+ 2

(A) V5 es un factor de racionalizacion para V'S, ya que V5V5 = V5 =5, Por
consiguiente, se multiplica el numerador y el denominador por V5 para raciona-
lizar el denominador:

= r
& 2@ _ N2 _ N2\ Yh i _ N2 -Fah | _ V18’
B \32 =3 V3 N R
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(C) Elproducto especial (1) sugiere que si se multiplica el denominador 3V 'x — 2\/;
por 3V x + 2V se obtiene la diferencia de los cuadrados y el denominador
estara racionalizado.

Vi+Vy _ (Vx+ VBV +2\Vy)
3V —2Vy  (3Vx = 2Vy)(3Vx + 2\Vy)
_3VE 2V + Vi + 2V |

(BVx)? = (2Vyy? !

_ 3+ 5Viy + 2y
9x — 4y

(D) El anteri(n; producto es cial (3) sugiere que si se multiplica el denominador Vm
+ 2 por (Vm)* — 2V/m + 22 se obtiene la suma de dos cubos y el denominador
estara racionalizado.

1 1[(Vm)* = 2¥/m + 2%
Vm+2 (Vm+2[(Vm) - 2Vm + 27

_Vm —2Vm+4

m+ 8

Problema seleccionado 6 Racionalice los denominadores.

6 10x° Vx+2 1
WEm By Oprs O—

&

Respuestas a los problemas seleccionados

L (A) Vi B Vi&HVo (V&)Y (© UVBDY (D) Qu'™

(E) —(20)* (F) (* + y)'”

(A) @+ (B)2V3 (O (V)20 WZ

(A) 3%y:V2Zz  (B) 3aVH =3abVE (C) V2 (D) V2

(A) 82  (B) -5V2&"  (C) 3Vmn® + 4\Vmn

A)3V2-4V3 B)2V3-5 (©y+2Vy-8 D x+Vy-Voi-y

_ 3 3
WY @R © ”:J‘_fg S o ”‘1/5’_:‘/?

S W
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EJERCICIO 1"_—_7-

A menos que se establezca lo contrario, todas las variables
estdn restringidas a que todas las cantidades implicadas sean
niimeros reales.

A - -

En los problemas del 1 al 8, cambie a la forma radical. No
simplifique.

1. m*? 2. n*? 3. 6"
4. Ty 5. (o) 6. (Ta2y)""
7. (x+y)'"” 8. x'? + y'2

En los problemas del 9 al 16, cambie a la forma exponente
racional. No simplifique.

9. Vb 10. Ve 11. 5V
12. TmV/n’ 13. Vo) 14. V(3m'n)
15. Va + Vy 16. Vx +y

En los problemas del 17 al 32, escriba en forma simplificada.

17. V-8 18. V=27 19. Vor%*
20. Viem'y* 21, Viem'n® 22. V/32a"p"
23. V&b 24. \/27mPn’ 25, V24
26. Y25y 27. V/m? 28. Vn®

29. ¥Vxy 30. VV5x 31. VO Vox
32. V&xVaxy

En los problemas del 33 al 40, racionalice los denominadores
y escriba en forma simplificada.

1 1 6x
. —= M. — 35 ——
¥ V7 V3x
12y* 2 4
L T = 38.
= Véy e =1 V6 -2
2
ay, VB e i
V6 +2 V10 - 2
En los problemas del 41 al 52, escriba en forma simplificada.
l /32m'n
41, xV/3%y" 42. 2aV3db" e
V32™F
44, % 45. V@B —ay  46. 3w+ or
47. VVa'p 48. VVF®
49. V23 Vi3 50. /am'nN/6m’n®
51. Va@ + b 52. V2 + 2

En los problemas del 53 al 64, racionalice los denominadores
v escriba en forma simplificada.

53, Y2mVs
© \20m

V6 V8c
Vi8¢

4a’h*
55. 57—
Vb

Br'ly.‘i
- VA

4/3y°
¥ Va2
15/412

58.
16y°
3y

Vy -3
5Vx
o 3 —2Vx
2V5 + 3V2
" 5V5+2V2
WV2Z-2V3
" 3V3I-2V2
2
© ETT-3
my2
Ve

54.

59.

Los problemas del 65 al 68 se relacionan con el calculo. Ra-

' cionalice los numeradores; esto es, realice las operaciones en

las fracciones que eliminen los radicales de los numeradores.
(Esta es una operacién particularmente til en algunos pro-
blemas de calculo).

" Vi— Vax
Yor—x
Vx—Vy
TV +Vy

67 Vx+ h—Vx
: h

V2+h+V2
68.—;‘———--

6



66 1 Operaciones algebraicas basicas

En los problemas del 69 al 80, evaliie con cuatro digitos signi-
ficativos con una calculadora. (Lea las instrucciones en el ma-
nual de su calculadora para el proceso necesario para evaluar

Vi)

69. V/0.049 375 70. V/306.721
71. V/27.0635 72. ¥0.070 144
73. Vv/0.000 000 008 066  74. ~/6 423 000 000 000
75. V71 + V1 76. V4 + Va4
77. VN2 y 2 78. VA5 y V5
1 N2 1 V25
79. == L g e
Vi ¥ 2 80.35 v 75
C

¢ Para qué nimeros reales los problemas del 81 al 84 son ver-
daderos?

81. V&= —x 82. V2 =1x
83, VX =x 84, Vad = —

En los problemas 85 y 86 evaliie cada expresion con una cal-
culadora y determine cudles pares tienen el mismo valor. Veri-
fique sus resultados algebraicamente.

85. (A) V3 + V5 B) V2+V3+V2-\3

©1+V3 (D) V10 + 6V3
(E) V8 + V60 (F) V6
86. (A) 2V2 + V5 (B) V8
© V3+V7 D) V3+V8+V3i-\&
(E) V10 + V384 F) 1+\V5

En los problemas del 87 al 90, racionalice los denominadores.

1 1

o Nk 5 o+
1 1
»-viv: M VErviova

[Sugerencia para el problema 89: Comience por multiplicar el
numerador y el denominador por Vx- \/_) V). ]

' Los problemas 91 y 92 estan relacionados con el cdlculo. Ra-
cionalice los numeradores.

VT - Vi Vi- V&
91._’1-_ 2-3——_[_

93. Demuestre que T
ros naturales mayores que 1.

para k, m y n que son nime-

94. Demuestre que\m/% =4/x para m y n que son ntimeros
naturales mayores que 1.

£y \

. >
APLICACIONES =

95. Fisica: masa relativista. La masa M de un objeto que se
mueve a una velocidad v estd dada por

donde M, = masa en reposo y ¢ = velocidad de la luz. La
masa de un objeto aumenta con la velocidad y tiende al
infinito conforme la velocidad se aproxima a la velocidad
de la luz. Demuestre que M se puede escribir en la forma

MVt —

ct —V?

M=

96. Fisica: péndulo. Un péndulo simple se forma al colgar un
disco de masa M en una cuerda de longitud L de un sopor-
te fijo (véase la figura). El tiempo que le toma al disco
oscilar de derecha a izquierda y volver se llama periodo T

y esta dado por
L
T= 21:%
8

donde g es la constante gravitacional. Demuestre que 7 se
puede escribir en la forma

2mVgL

T=
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ACTIVIDADES EN GRUPO DEL CAPIiTULO 1 Representaciones numéricas racionales

nales y el conjunto de los nimeros irracionales. Los niimeros racionales se pueden representar de dos formas:

como a/b, donde a y b son enteros y b # 0, y como expansiones de terminacién o repeticién decimal. Los

niimeros irracionales se pueden representar como expansiones decimales no repetitivas o de no terminacion. En
| esta actividad se desea explorar la relacion entre los dos métodos diferentes para representar nimeros racionales.
Considere el nimero racional » = a/b, donde a y b son enteros sin factor comunes y b # 0.

i El conjunto de nimeros reales se puede dividir en dos subconjuntos separados, el conjunto de los nimeros racio-
l

|

|

|

| 1. Sib = 10" para un entero positivo n, ;qué tipo de expansion decimal tendré r? |

| 2. Sib = 275" para los enteros positivos m y n, ;qué tipo de expansion decimal tendra r? ‘

| 3. Sirtiene una expansién de terminacion decimal, demuestre que r se puede expresar en la forma a/b, donde

: b=2"5".

I 4. Encuentre ay b para las siguientes expansiones de repeticion (la barra que est4 arriba de los niimeros indica
el bloque que se repite):

L (A) 0.63  (B) 0486  (C) 0.846153

| 5. Encuentre ay b para r = 0.19 y después encuentre una expansion de terminacion decimal para r. n

Repaso del capitulo 1

1-1 ALGEBRA Y NUMEROS REALES nito. Un conjunto sin elementos se llama conjunto vacio o
conjunto nulo y se denota por . Una variable es un simbolo
Un conjunto es una coleccion de objetos llamados elementos que representa elementos no especificados de un conjunto de
o miembros del conjunto. Los conjuntos se describen a menu- recmplazo. Una constante es un simbolo para un solo objeto.
do enlistando los elementos o estableciendo una regla que Si cada elemento del conjunto A4 esta también en el conjunto B,
determina los elementos. Un conjunto puede ser finito o infi- se dice que A es un subconjunto de B y se escribe 4 C B.

Numeros reales:

NGmeros
naturales ——
(N)
2.3, 3 Enteros
(2) Nimeros
Cocien ———racionales ———
Ge1 tet:)s (Q Ndmeros
no enteros—— e
H . dﬁ enteros Nﬁmem
Negativo: 3 2 : (R)
de Ioesg:ﬁmesros (por ejemplo, 3, ) Imcz)nales
naturales — :
[_1l _'21 _3; ---} (mfepmplo; VE, 'ﬂ')

Recta numérica real:

Niimeros reales negativos Ndmeros reales positivos

I I i1
T

L
o4
=
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Las propiedades basicas de los nimeros reales incluyen
propiedades asociativas: x + (y +z) = (x + y) + zyx(yz) =
(xy)z; propiedades conmutativas: x + y = y + x y xy = yx;
identidades: 0 + x = x + 0 =xy (1)x = x(1) = x; inversas —x
es el inverso aditivo o negativo de x y, six # 0 1/x es el inverso
multiplicativo o reciproco de x; y la propiedad distributiva:
x(y +z) = xy + xz. Laresta se define pora — b = a + (—b)
y la divisién por a/b = a(1/b). La division entre cero nunca
se permite. Otras propiedades incluyen propiedades de ne-
gativos:

1. (—a)=a

2. (—a)b = —(ab) = a(—b) = —ab
3. (—a)(—b)=ab
4.

(=Da= —a
= a a
,— = ——=— b#0
§ b b —b
= =da a a
P . PG S #0
o -b b -b b .
propiedades cero:
l.a:0=0
2.ab=0 si y solo si a=0 o b=10
0 ambos

y propiedades con fracciones (excepto la division entre 0):

a c
. —=— st v solo si —
1 555 sty solo si ad = be
ka a
i
a ¢ ac
0 d ba
a ¢ a d
4 —+-==.=
b d b ¢
s.g+£:a+c
b b b
a & g—c
& TF 3
a ¢ ad+ bc
T —t—==
b d bd

1-2 POLINOMIOS: OPERACIONES BASICAS
Para n y m nlimeros naturales y a cualquier nimero real:
ara"=aq"*t"

a"=a-a-----a(nfactores de a) y

Una expresi6n algebraica se forma al usar constantes y varia-
bles y las operaciones de suma, resta, multiplicacion, eleva-
cién de potencias y extraccion de raices. Un polinomio es una
expresion algebraica que se forma al sumar y restar constantes
y términos de la forma ax” (una variable), ax"y" (dos varia-
bles), y asi sucesivamente. El grado de un término es la suma
de las potencias de todas las variables en el término, y el grado
de un polinomio es el grado de un término diferente de cero
con el grado mas alto en el polinomio. Los polinomios con
uno, dos o tres términos son llamados monomios, binomios y
trinomios, respectivamente. Los términos semejantes tienen
exactamente los mismos factores variables elevados a las mis-
mas potencias y se pueden combinar al sumar sus coeficien-
tes. Los polinomios se pueden sumar, restar y multiplicar de
manera repetida aplicando la propiedad distributiva y combi-
nando términos comunes. El método PEIU se usa para multi-
plicar dos binomios. Los productos especiales que se obtienen
al usar el método PEIU son;

1. (@ —b)a+ b)=a*— b?
2. (a—bP?=a*—2ab + b*
. (@a+bP=a+2ab + b

1-3 POLINOMIOS: FACTORIZACION

Un nimero o expresion algebraica se factoriza si se expresa
como un producto de otros niimeros o expresiones algebraicas,
que se llaman factores. Un entero mayor que 1 es un niimero
primo si s6lo sus factores enteros positivos son ellos mismos y
1, y de otra forma es un niimero compuesto. Cada niimero com-
puesto se puede factorizar sélo en un producto de niimeros
primos. Un polinomio es primo con respecto de un conjunto
dado de nimeros (usualmente el conjunto de enteros) si (1)
todos sus coeficientes son de ese conjunto de niimeros, y (2) si
no se pueden escribir como un producto de dos polinomios,
excepto el 1 y el niimero mismo, y que tengan coeficientes de
ese conjunto de nimeros. Un polinomio no primo se factoriza
de manera completa con respecto a un conjunto dado de
niimeros si se escribe como un producto de polinomios pri-
mos con respecto de ese conjunto de niimeros. Los factores
comunes se pueden factorizar aplicando las propiedades
distributivas. Se puede usar el agrupamiento para identificar
factores comunes. Los polinomios de segundo grado se pue-
den factorizar por prueba y error. Las siguientes formulas de
factorizacion especial son dtiles:

L w+2uv+v=(u+v)?
W= 2uv 4+ v = (u—v)?

w—=v=w-viu+v

A owoN

b

LW == (= v+ ouv +?)

W+ V= (u+ P — uv +?)

Cuadrado perfecto
Cuadrado perfecto
Diferencia de cuadrados
Diferencia de cubos

Suma de cubos

No hay formula de factorizacion con respecto de los nimeros

reales para u* + V%,



1-4 EXPRESIONES RACIONALES: OPERACIONES
BASICAS

Una expresioén fraccional es el cociente de dos expresiones
algebraicas, y una expresién racional es el cociente de dos
polinomios. Las reglas para sumar, restar, multiplicar y dividir
fracciones de nimeros reales (véase seccion A-1 en este repa-
so) se amplian a expresiones fraccionales con la advertencia
de que las variables siempre se restringen a la exclusién de
la division entre cero. Las fracciones se pueden reducir a sus
términos mas simples o elevar a términos superiores me-
diante la propiedad fundamental de fracciones:

con bk #0

FIF
ST

Una expresion racional se reduce a sus términos mas simples
si el numerador y el denominador no tienen factores en comun
con respecto de los enteros. El minimo comiin denominador
(MCD) es util para sumar y restar fracciones con diferentes
denominadores y también para reducir fracciones compues-
tas a fracciones simples.

1-5 EXPONENTES ENTEROS

a=a-a-""-* a(n factores de a) para un entero positivo n, a°
= | (a #0),a" = 1/a~" para un entero negativo n (a # 0). 0° no
esta definido.

Propiedades de exponentes enteros (se excluye la divi-
sion entre 0):

1. a™a”" = a™"
2. (@a")"=a™
3. (ab)" = a™b™

Propiedades adicionales de los exponentes (se excluye
la division entre 0):

—
.

(amb")" = a™b™
a\r  a™
§-£
a”" b

b d

o
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Notacion cientifica:

a X 10" l=a<10

n es un entero, a esta en forma decimal.

1-6 EXPONENTES RACIONALES

Para un niimero natural n y los nimeros reales a y b:

aeslanésimaraizde bsia" =

La raiz principal nésima de b se denota por b"". Si n es impar,
b tiene una nésima raiz real que es la nésima raiz principal. Si
nes pary b >0, b tiene dos nésimas raices reales y la nésima
raiz positiva es la nésima raiz principal. Si nes pary <0, b no
tiene nésimas raices reales.

Para exponentes con nameros racionales (se excluyen
las raices pares de nimeros negativos):

b ~min = ’

bm.'n = b”" " o— bm lin
By = @) y i

1-7 RADICALES

Un radical con nésima raiz se define por /b = b, donde b"
* ag la n-ésima raiz principal de b, es un radical, n es el
indice y b es el radicando. Los exponentes racionales y los
radicales se relacionan por

pmin = (bm)'n = W = (b'my" = (—\"/S)m

Propiedades de radicales (x >0, y > 0):

1. VX =x
2. Vay = VaVy
R IRE

Un radical esta en forma simplificada si:
1. Ningiin radicando contiene un factor a una potencia mayor
que o igual al indice del radical.

2. Ninguna potencia del radicando y el indice del radical tie-
ne un factor comin diferente de 1.

3. Ningun radical aparece en un denominador.

4. Ninguna fraccion aparece dentro de un radical.

Las fracciones algebraicas que contienen radicales se racio-
nalizan al multiplicar el numerador y denominador por un fac-
tor de racionalizacién a menudo determinado mediante una
formula de producto especial.
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Ejercicios de repaso del capitulo 1

Después de resolver todos los problemas de este capitulo, revi-
se y compruebe las respuestas con las que se dan al final del
libro. Ahi estdn todas las respuestas a los problemas de repaso,
seguidas por un nimero en tipo itdlico que indica la seccién
a la que pertenece el problema que se estd analizando. Si se
le presentan dudas, repase la seccion correspondiente en el texto.

A

L. Parad ={1,2,3,4,5},B={1,2,4)yC={4,1,2},
indique si es verdadero (V) o falso (F):
(A) 3EA (B) 5&C
(D) BCA (E) B#C

(C) BEA
(F) ACB

2. Reemplace cada signo de interrogacién con una expresion
adecuada que ilustre el uso de la propiedad del nimero
real indicado.

(A) Conmutativa (+): x(y + z) = ?
(B) Asociativa (+):2+ (x+y) =7
(C) Distributiva (2 + 3)x = ?

Los problemas del 3 al 7 se refieren a los polinomios siguien-
tes:

(a) 3x — 4 (b) x + 2 (c) 32+ x—8 (d) x* + 8

3. Sume los cuatro polinomios.

4. Reste la suma de (a) y (c) de la suma de (b) y (d).

5. Multiplique (¢) y (d). 6. ;Cudl es el grado de (d)?
7. (Cual es el coeficiente del segundo término en (c)?

En los problemas del 8 al 11, realice las operaciones indica-
das y simplifique.
8. 5x* — 3x{4 — 3(x — 2)] 9. 3m — 5n)(3m + 5n)

10. (2x + y)(3x — 4y) 11. (2a — 3b)*

En los problemas del 12 al 14, escriba cada polinomio en for-
ma completamente factorizada respecto de los enteros. Si el
polinomio es primo respecto de los enteros, también indiquelo.
12, 922 — 12x + 4 13. £ —4r-6

14. 6n° — 9n% — 15n

En los problemas del 15 al 18, realice las operaciones indica-
das y reduzca a los términos mds simples. Represente todas las
Jfracciones compuestas como fracciones simples reducidas a
sus términos mds simples.

2 4 1 3x 1
s L 16, —3x .1
56 3a®  6a’h® - 3 — 12x+6x
17 - Y +2y
Y—dy+4 Y +ay+4
1
5 =
18. ll‘
] ==
P

Simplifique los problemas del 19 al 24, y escriba las respues-
tas usando solo exponentes positivos. Todas las variables re-
presentan nimeros reales positivos.

9ubv®
kA%
19. 6(xy") 20. Er]
21 (2 X 10°)(3 X 107%) 22, (xmp)r?

23, 24. (9a*b?)"”
25. Cambie a la forma radical: 3x%*
26. Cambie a la forma de exponentes racionales: —3%V (xy)?

Simplifique los problemas del 27 al 31, y exprese las respues-
tas en forma simplificada. Todas las variables representan nii-
meros reales positivos.

27. VY 28. V22 VI8xy?

5
b % k) IRV

29, 30.
V3a 3-V5

- - : e

32. Escriba usando el método de lista:

{x | x es un entero impar entre —4 y 2}

En los problemas del 33 al 38, cada enunciado ilustra el uso
de una de las siguientes propiedades o definiciones de los ni-
meros reales. Indique cudl es en cada caso.

Conmutativa (+, ) Identidad (+, )

Division Asociativa (+, =)
Inversa (+, *) Cero
Distributiva Resta
Negativos

3. (=3 - (-2)=(=3) + [-(—2)]

M. 3y+(2x+5)=(2x+5) + 3y

35. (2x+ 3)(3x + 5) = (2x + 3)3x + (2x + 3)5
36. 3-(5x)=(3+5)x

a ___a
—(b—20) b—=¢

37. 38. 3xy + 0 = 3xy

19. Indique si es verdadero (V) o falso (F):

(A) Un entero es un niimero racional y un nimero real.
(B) Un nimero irracional tiene una representacién deci-
mal repetitiva,

40. Dé un ejemplo de un entero que no sea un niimero natural.

41. Dadas las expresiones algebraicas:
(a) 2x* = 3x+ 5 b X¥—-Vx-3
(©). X 4 277 =3 (d) x* = 3xy — )?
(A) Identifique todos los polinomios de segundo grado.
(B) Identifique todos los polinomios de tercer grado.
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En los problemas del 42 al 46, realice las operaciones indica-
das y simplifique.

42. (2x - y)(2x +y) — (2x =y

43. (m* + 2mn — n®*(m* — 2mn = n?)

4. 5(x + h)> = T(x+ h) — (5x* — Tx)

45. —2x((2 + 2)(x — 3) — x[x — x(3 — D))
46. (x — 2y

En los problemas del 47 al 53, escriba una forma completa-
mente factorizada respecto de los enteros.

47, (4x — y)* — 9x?

49, 6% + 12x%? — 15x°
51. 3x° + 24y°

53. 2x(x — 4)* + 3x%(x — 4)°

48. 2x* + 4xy — 5¢°
50. (y—bP—y+b
52. ¥ +2y° —4y—8

En los problemas del 54 al 58, realice las operaciones indica-
das y reduzca a los términos mds simples. Represente todas las
fracciones compuestas como fracciones simples reducidas a
sus términos mds simples.

ICx+2) —2Hx +2)°

54 -
= 1 +.3 2
55, —— =
m'—4m+4 m—4 2-m
s L+ Pl . Fyp—Fy
"\ S~ 2F <31
1
1_
Lihe -1 -1
¥ a' —b
57. . T 58. ==
i
¥

59. Compruebe la solucion siguiente. Si considera que es in-
correcta, explique por qué y como se puede corregir, y
después muestre la solucion correcta.

2+ 2x T+ 3x+2 =+l
E¥x—2 P+x—-2 x-1

En los problemas del 60 al 63, realice las operaciones indica-

das, simplifique y escriba las respuestas usando sélo exponen-

tes positivos. Todas las variables representan numeros reales

POSItiVos. g

+x+2=

SH_I' -2 u—s 3 50 3—2
@ ("z*—) (*) 6l 3+ 3=
-3\ 173
62. (%) 63. (aflllblM)(galllb-l!?)JQ

64_ (_xlfl + yIIZ)Z 65. (3xm = yln](leri + 3_\"”2)

66. Convierta a notacion cientifica y simplifique:
0.000 000 000 52
(1 300)(0.000 002)
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Evaliie los problemas del 67 al 74 con cuatro digitos significa-
tivos con una calculadora.

(20 410)(0.000 003 477)

67 56,000 000 022 09
68. 0.1347° 69. (—60.39) 70 82.45%*
71. (0.000 000 419 9)*” 72. V0.006 604
2—|f2 - 3“!!2
73. V3 +V2 R =

En los problemas del 75 al 83, realice las operaciones indica-
das y exprese las respuestas en forma simplificada. Todos los
radicandos representan niimeros reales positivos.

211 5 3);1
- 5/76 1 2y
75. — V3T 76, . 71. \/ o
78. VB 79. \VVax'
80. 2Vx — SVy)(Vx + VYy)
- 3Vx 5 2Vu — WV
T2V -y " WVu+ 3V
e Y
"Vy+4-2
f'. 84. Racionalice el numerador: ;;/g
. .

| 85. Escriba en la forma ax” + bx%, donde a y b son nimeros

reales y p y ¢ son nimeros racionales:

4NVx—3
2Vx

86. Escriba el decimal repetitivo 0.545 454 . . . en la forma a/
b reducida a sus términos mas simples, donde a y b son
enteros positivos. ;Este nimero es racional o irracional?

87. SiM={—4,-3,2} yN={-3,0, 2}, encuentre:

(A) {x|xEM o x € N}
(B) (x|xEM ¥ x € N)

88. Evallie x> — 4x + 1 parax = 2 — V3.

89. Simplifique: x(2x —1)(x + 3) — (x — 1)

90. Factorice de manera completa con respecto de los enteros:
4x(a®* — 4a + 4) — 9

1. Evalte cada expresion en una calculadora y determine cud-

les pares tienen el mismo valor. Verifique estos resultados
de manera algebraica.

(A) V3+V5+V3-V5
(B) V4 +V15+Va-VI15
(© V10
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En los problemas del 92 a 95, simplifique y exprese las res- (A) Estime el nimero de unidades producidas cuando se
puestas usando solo exponentes positivos (m es un entero ma- usan 1 600 unidades de capital y 900 unidades de
yor que 1). mano de obra.
8(x — 2) '(x + 3)° ) (B) (Cual es el efecto en la produccion si el nimero de
3 unidades de capital y mano de obra se duplican a
12t = 2)*x + 3) 7 3 200 unidades y 1 800 unidades, respectivamente?
a2 p2\! (€) ¢Cual es el efecto en la produccion al duplicar las
93. (F i a__‘{) unidades de mano de obra y capital en cualquier nivel
de produccion?
M DR e & BB o 535 102. Circuitos eléctricos. Si tres resistores eléctricos con re-
o \Mem=1) sistencias R , R, y R,, se conectan en paralelo, entonces
95. (sz—n') m=>1 la resistencia total R para el circuito que se muestra en la
figura esta dada por
. : . 1 1
96. Racionalice el denominador: = - = ﬁ
Rl Rl R3
- Vi- V5
97. Racionalice el numerador: T Represente esta fraccién compuesta como una fraccion
simple.
98. Escriba en forma simplificada: /721  n >0 _JJ\'/V_
L — Ry
0 M
i e Ry
APLICACIONES k AAA

99. Construccién. Una fuente circular en un parque incluye
una pared de concreto de 3 pies de altura y 2 pies de es-
pesor (véase la figura). El radio interior de la pared tiene
x pies, escriba una expresion algebraica en términosdex ~ * 103. Construccién. Se va a hacer una caja con una tapa
que represente el volumen del concreto usado en la cons- articulada con un pedazo de carton que mide 16 por 30

truccién de la pared. Simplifique la expresion. pulgadas. En cada esquina y enmedio se van a cortar cua-
dros de x pulgadas de lado, después se van a doblar hacia

arriba los extremos y los lados para formar la caja y su
tapa (véase la figura). Exprese cada una de las cantida-
des siguientes con un polinomio, tanto en forma facto-
rizada como desarrollada.

(A) El édrea del pedazo de carton después de que se le
han quitado las esquinas.
(B) El volumen de la caja.

l-—‘ 3;9 :

100. Consumo de energia. En 1984 la cantidad total de ener-
gia que se consumié en Estados Unidos fue equivalente a
2257 000 000 000 kilogramos de carbén (el consumo de
todas las formas de energia se expresa en términos del
carbon para propésitos de comparacién) y la poblacién
era de aproximadamente 235 000 000. Calcule con tres
digitos significativos el consumo promedio de energia por
persona. Escriba su respuesta en notacion cientifica y en
notacion decimal estandar.

[——16 pulg. —|

101. Economia. El niimero de unidades N producida por una
compaiiia petrolera a partir del uso de x unidades de ca-
pital y y unidades de mano de obra est4 aproximado por

N = 20x'2y2
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2 Ecuaciones y desigualdades

SECCION 2-1

®

e Ecuaciones

Ecuaciones lineales y aplicaciones

«  Ecuaciones

«  Solucion de ecuaciones lineales

«  Una estrategia para resolver problemas con literales

«  Problemas numéricos y geométricos

»  Problemas de razén y tiempo

. Problemas con mezclas

= Algunas observaciones finales respecto de las ecuaciones lineales

Una ecuacion algebraica es un enunciado matematico que relaciona dos expresiones
algebraicas que involucran al menos una variable. Algunos ejemplos de ecuaciones con
la variable x son

x—2=7 1 -3
L x—2

2 —-3x+5=0 Vx+4=x-1

El conjunto de reemplazo, o dominio, de una variable se define como el conjunto de
nimeros que permiten reemplazar a la variable.

Suposicion

Sobre los dominios de las variables

A menos que se establezca lo contrario, se supone que el dominio de una variable
es el conjunto de aquellos numeros reales para el cual las expresiones algebraicas
que implican la variable son nimeros reales.

Por ejemplo, el dominio de la variable x en la expresion
2x — 4

es R, el conjunto de todos los niimeros reales, como 2x — 4 representa un nimero real
para todos los reemplazos de x por numeros reales. El dominio de x en la ecuacién

1__2
x xr—3

es el conjunto de todos los niimeros reales excepto 0 y 3. Estos valores se excluyen, ya
que el miembro izquierdo no estd definido para x = 0 y el miembro derecho no esta
definido para x = 3.
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Los miembros de la izquierda y derecha representan nimeros reales para todos los
otros reemplazos de x por nliimeros reales.
El conjunto soluciéon de una ecuacion se define como el conjunto de los elemen-

.tos en el dominio de las variables que hacen que la ecuacion sea verdadera. Cada ele-

mento del conjunto solucién se denomina solucioén, o raiz de la ecuacion. Resolver
una ecuacion es encontrar el conjunto solucion de la ecuacion.

Una ecuacion se llama identidad si la ecuacion es verdadera para todos los ele-
mentos del dominio de la variable o ecuacion condicional si es verdadera solo para
ciertos valores del dominio y falsa para otros. Por ejemplo,

2x—4=2x—-2) y 2 = 2
=3 xx—3)

son identidades, ya que ambas ecuaciones son verdaderas para todos los elementos de
los respectivos dominios de sus variables. Por otro lado, las ecuaciones

x-2=5 y 2 1
x— 1 X

son ecuaciones condicionales, puesto que, por ejemplo, ninguna de las ecuaciones es
verdadera para el dominio con valor 2.

Saber el significado del conjunto solucion de una ecuacion es una cosa; encontrar-
lo es otra. Para este fin se introduce la idea de ecuaciones equivalentes. Se dice que dos
ecuaciones son equivalentes si ambas tienen el mismo conjunto solucién para un con-
Jjunto de reemplazo dado. Un método basico para resolver ecuaciones es realizar las
operaciones sobre las ecuaciones que produzcan ecuaciones equivalentes mas simples,
y continuar el proceso hasta llegar a un punto en que la solucion sea obvia.

La aplicacion de alguna de las propiedades de igualdad que se explican en el teo-
rema 1, produciran ecuaciones equivalentes.

Teorema 1

e Solucion
de ecuaciones
lineales

Propiedades de igualdad

Para cualesquiera de los nimeros reales a, b y c:

1. Sia = b,entoncesa +c=5b + c. Propiedad de suma
2. Sia=b,entoncesa —c=b—c. Propiedad de resta
3. Sia = b, entonces ca = ch, ¢ # 0. Propiedad de multiplicacion
4. Sia = b, entonces e - 2, c# 0. Propiedad de division
2 c
5. Sia = b, entonces cualquiera de las Propiedad de sustitucion

dos puede reemplazar a la otra en
cualquier enunciado sin cambiar la
veracidad o falsedad de éste.

Ahora la atencion se enfocara en los métodos para resolver ecuaciones de primer grado
o lineales con una variable.
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DEFINICION 1

_omprobacion

Ecuacion lineal con una variable

Cualquier ecuacion que se puede escribir en la forma

ax+b=10 a+0 Forma estandar

se denomina ecuacion lineal o de primer grado con una variable, donde a y b
son constantes reales y x es una variable.

3) es una ecuacion lineal, porque se puede escribir en la forma estandar

Solucion de una ecuacion lineal
Resuelva 5x — 9 = 3x + 7 y compruebe el resultado.

Se usan las propiedades de igualdad para transformar la ecuacion dada en una ecuacién
equivalente cuya solucion sea obvia.

S5x—9=3x+7 Ecuacién
S5x =9 =3x+7+9 Sume 9 en ambos lados
S5x=3x+ 16 Combine términos sem
5x =3x+ 16
2x =16
2 16 Llidaam
x=38

El conjunto solucion para esta ultima ecuacion es obvia:
Conjunto solucion: {8}

Y como la ecuacion x = 8 es equivalente a todas las ecuaciones anteriores a la solucién,
{8} también es el conjunto solucion de todas esas ecuaciones, incluyendo la ecuacion
original. [Nota: Si una ecuacion sélo tiene un elemento en su conjunto solucién, por lo
general se usa la ltima ecuacion (en este caso, x = 8) en lugar de usar la notacion del
conjunto para representar la solucion.]

5x =9=3x+7

58)— 9 23@) + 7 Sustituya

40-9224+7 my
31 =31

erdadero
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Problema seleccionado 1 Resuelva y compruebe: 7x — 10 =4x + 5

Con frecuencia se encuentran ecuaciones que implican mas de una variable. Por
ejemplo, si / y w son la longitud y ancho de un rectangulo, respectivamente, su area se
determinara por (véase la figura 1).

A=lIlw
FIGURA 1 Areadeun

R Dependiendo del caso, se podria despejar esta ecuacion por / o w. Para resolver por w,

simplemente se considera que A y / son constantes y w es la variable. Entonces, la
ecuacion 4 = Jw se convierte en una ecuacion lineal en la que w se puede despejar con
facilidad al dividir ambos lados entre /:

[#0

A
w:_
[

FlIEMpPLO 2 Solucion de una ecuacion con mas de una variable

Encuentre P en términos de las otras variables: 4 = P + Prt

Solucion A=P+ Prt Considere a A ry t como constantes.
A =P(1 + rt) Factorice para aislar P.

A
14+ rt

=pP Divida ambos lados entre 1 + rt.

A
1+ rt

P=

Restriccion 1 + rt # 0

Problema seleccionado 2 Encuentre F en términos de C: C = 3(F - 32)

* Una estrategia Gran parte de los problemas practicos se pueden resolver mediante métodos algebraicos
para resolver (son muchos), de hecho, no hay un método que funcione para todos. Sin embargo, se
problemas con Ppuede formular una estrategia que le ayudara a organizar su enfoque.

literales
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¢ Problemas
numeéricos
y geométricos

El resto de los ejemplos de esta seccion contiene soluciones de problemas diver-
sos con literales, que ilustran tanto el proceso de establecimiento de problemas con
literales como las técnicas que se usan para resolver las ecuaciones resultantes. Se su-
giere que cubra la solucién e intente resolver el problema, inicamente en caso de difi-
cultad (que no pueda avanzar) descubrala s6lo lo suficiente para poder continuar. Después
de terminar con éxito un ejemplo, intente resolver los problemas seleccionados. Conti-
nue asi hasta el final de la seccion, entonces estara listo para intentar resolver una gran
variedad de problemas con aplicaciones.

Con los primeros ejemplos se introdujo el proceso de establecimiento y resolucion de
problemas con literales en un contexto matematico simple, los siguientes seran de natu-
raleza mas sustancial.

EJEMPLO 3

Solucion

Establecimiento y resolucion de un problema con literales

Encuentre 4 enteros pares consecutivos de manera tal que la suma de los 3 primeros
exceda al cuarto por 8.

Sea x el primer entero par, entonces
X x+2 x+4 y x+6

represente 4 enteros pares consecutivos, comenzando con el entero par x. (Recuerde
que los enteros pares aumentan de 2 en 2.) La frase “la suma de los 3 primeros excede
al cuarto por 8" se traduce en una ecuacion:

Suma de los 3 primeros = cuarto + excedente

x+x+2D)+(x+4)=(x+6)+38
Ix+6=x+ 14
2x =38

x=4

Los 4 enteros consecutivos son 4, 6, 8 y 10.
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4+6+8=18 Suma de los tres primeros
—8 Excedente

10 Cuarto

Encuentre 3 enteros impares consecutivos de tal manera que 3 veces su suma sea 5 mas
que 8 veces el entero de enmedio.

EXPLORACION Y ANALISIS 1

De acuerdo con la propiedad 1 del teorema 1, multiplique ambos lados de una ecua-
cién por un numero diferente de 0 que siempre produzca una ecuacion equivalente.
¢Por qué niimero debera multiplicar ambos lados de la ecuacién siguiente para eli-
minar todas las fracciones?

Si no hubiera escogido 12, que es el med (minimo comiin denominador) de todas las
fracciones en esta ecuacion, todavia podria resolver la ecuacion resultante, pero con
mads esfuerzo. (Para un analisis de los mcd y como determinarlos, véase la seccion
1-4)

EJEMPLO 4

Solucion

/\
G
p=a+b+c

P
3

vl

7 metros

FIGURA 2

Uso de un diagrama para la solucién de un problema con literales

Si un lado del tridngulo mide un tercio del perimetro, el segundo 7 metros y el tercero
un quinto del perimetro, ;cuanto mide el perimetro del triangulo?

Sea p = perimetro. Dibuje un tridngulo y marque los lados, como se muestra en la figu-
ra 2. Entonces

Multiplique ambos lados por 15, que es el

| mcd. Este y el siguiente paso por lo general se
l realizan mentalmente

e e e e e e R &
15p = 5p + 3p + 105
7p = 105
p=15

El perimetro mide 15 metros.
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Comprobacion

Problema seleccionado 4

PRECAUCION

* Problemas
de razon y tiempo

ﬁ:ﬁ: 5 Lado 1
3 3
Lold. 3 Lado 2
5 5

T Lado 3

15 metros Perimetro

Si un lado de un tridngulo mide un cuarto del perimetro, el segundo 7 centimetros yel
tercero dos quintos del perimetro, jcuénto mide el perimetro?

Un error muy comuin que se puede cometer aqui es confundir expresiones algebrai-
cas que implican fracciones, con ecuaciones algebraicas que también implican
fracciones).

Considere estos dos problemas:

X

3

(A) Resuelva: % + 10 (B) Sume: % + % +10

Los problemas se parecen mucho, pero son de hecho muy diferentes. Para resol-
ver la ecuacion en (A) se multiplica ambos lados por 6 (el mcd) para eliminar las
fracciones. Esto funciona muy bien para ecuaciones, pero los estudiantes quieren
usar el mismo procedimiento para problemas como el (B). Sélo que (B) no es una
ecuacion, por lo tanto la propiedad de multiplicacién para igualdades no es apli-
cable en este caso. ;Si se multiplica a (B) por 6, lo que se obtiene es una expresion
6 veces mas grande que la original! Compare lo siguiente:

(A) X+E=10 B +% +10
Zined ()2 3
e o R A S o— | T e SRR T T — = |
6-% 416 x=6_10| ]= +2-x+6-10|
2 3 | | 32 23 6-1 |
s s s s -l | SRS RS PR e e o
3x + 2x = 60 = 28 o B 0
6 6 6
5x = 60
=18 _ 9x+60

Hay muchos tipos de problemas de razon y tiempo y de distancia, razén y tiempo. En
general, si O es la cantidad de algo que se produce (kilémetros, palabras, partes, etcéte-
ra) en T unidades de tiempo (horas, afios, minutos, segundos, etcétera), entonces, las
formulas que aparecen en el cuadro son importantes.
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EJEMPLO 5

Solucién

Un problema de distancia, rapidez y tiempo

La distancia de una ruta en barco entre San Francisco y Honolulu es de 2 100 millas
nauticas. Si un barco sale de San Francisco al mismo tiempo que otro sale de Honolulu,
y si el primero viaja a 15 nudos* y el otro a 20, ;cuanto tiempo les tomard a los barcos
encontrarse? ;A qué distancia de Honolulu y de San Francisco estaran en ese tiempo?

Sea T = numero de horas que pasaran antes de que se encuentren. Dibuje un diagrama
y marque las partes conocidas e incognitas. Ambos barcos tendran que viajar la misma
cantidad de tiempo para encontrarse.

D, =20T  D,=15T
20 nudos 15 nudos
e

s
H Punto de SF
encuentro
Distancia que recorre Distancia que recorre
el barco 1 desde el barco 2 desde Distancia total
Honolult hasta el + | San Francisco hastael |= | desde Honolulu hasta

punto de encuentro punto de encuentro San Francisco

D, + D, = 2100

20T + 15T = 2100

35T = 2100

T = 60

Por lo tanto, pasaran 60 horas o 2.5 dias para que se encuentren.

* 15 nudos significa 15 millas nauticas por hora. Una milla nautica mide 6 076.1 pies.
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Comprobacién

Problema seleccionado 5

Distancia desde Honolulii = 20 - 60 = 1 200 millas nauticas.
Distancia desde San Francisco = 15 - 60 = 900 millas nauticas.
1200 + 900 = 2 100 millas nauticas.

Un equipo viejo puede imprimir, prensar y rotular 38 sobres postales por minuto. Un
modelo més reciente realiza el mismo proceso pero a razén de 82 por minuto. ;Cudnto
tiempo les tomara a ambos equipos preparar 6 000 sobres? [.Nora: La forma matematica
es la misma que en el ejemplo 5.]

Algunas ecuaciones que implican variables en un denominador se pueden trans-
formar en ecuaciones lineales. Se podria proceder esencialmente en la misma forma
que en el ejemplo anterior; sin embargo, se debe excluir cualquier valor de la variable
que produzca un denominador 0. Excluyendo esos valores, se podria multiplicar por el
mcd aunque contenga una variable, y, de acuerdo con el teorema 1, la nueva ecuacion
serd equivalente a la anterior.

EJEMPLO 6

Soluciéon

Un problema de distancia, rapidez y tiempo

Un bote para excursiones tarda 1.5 veces més en recorrer 360 millas en el viaje de ida
que en el de regreso. Si el bote viaja a 15 millas por hora en aguas tranquilas, ;cual es
la rapidez de la corriente?

Sea

x = Rapidez de la corriente (en millas por hora)
15 — x = Rapidez del bote en contra de la corriente
15 + x = Rapidez del bote a favor de la corriente

Tiempo en contra de la corriente = (1.5)(Tiempo a favor de la corriente)

Distancia recorrida Distancia recorrida
en contra de la corriente a favor de la corriente D
- = (1.5) ; Recuerde: T = =
Rapidez en contra Rapidez a favor R
de la corriente de la corriente
—360—-=(1.5)ﬂ—~ x#15, x+-158
15=x 15 +x
360  _ 540
15-x 154 x
360(15 + x) = 540(15 —x) Multiplique ambos lados por
(15 - (15 + x)

5400 + 360x = 8 100 - 540x
900x = 2 700

x=3
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Por lo tanto, la rapidez de la corriente es de 3 millas por hora. Se deja la comprobacion
al lector.

A un avion tipo jet le toma 1.2 veces mas tiempo volar la distancia de Paris a Nueva
York (3 600 millas), que el que le toma de regreso. Si la velocidad de crucero de un
avion es de 550 millas por hora en aire tranquilo, ;cudl es la rapidez promedio con la
que sopla el viento en direccion de Paris a Nueva York?

EXPLORACION Y ANALISIS 2

Considere la solucion siguiente:

¢Es x = 2 una raiz de la ecuacion original? Si no es asi, explique por qué. Analice la
importancia de excluir valores que produzcan un denominador 0 cuando se resuel-
ven ecuaciones.

EJEMPLO 7

Solucién

Un problema de cantidad, rapidez y tiempo

Una compaiiia de publicidad tiene una computadora vieja que para preparar todo el
correo tarda 6 horas. Con la ayuda de un nuevo modelo se termina el trabajo en 2 horas.
¢(Cuanto tiempo le tomara al nuevo modelo hacer solo el trabajo?

Sea x = tiempo (en horas) que emplea el nuevo modelo en hacer solo todo el trabajo.

(Parte del trabajo terminado

en un tiempo dado )= (Rapidez)(Tienpo)

Rapidez del modelo viejo = %Trabajo por hora

Rapidez del nuevo modelo = s Trabajo por hora
x

Parte del trabajo Parte del trabajo
terminada por el modelo | + [ terminada con el modelo | = 1 Trabajo terminado
viejo en 2 horas nuevo en 2 horas

Rapidez del \ [ Tiempo del Rapidez del Tiempo del\
modelo viejo || modelo viejo| ™ { modelo nuevo |\ modelo nuevo | — I Recuerde: Q = A7

1 1
6() x()
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Comprobacion

Problema seleccionado 7

¢ Problemas con
mezclas

252 aq
3 b
x+6=3x
-2x = -6
x=3

Por consiguiente, la computadora nueva podra hacer sola el trabajo en 3 horas.

1
3

Parte del trabajo terminado por el modelo nuevo en 2 horas = 2(%) = %

Parte del trabajo terminado por el modelo viejo en 2 horas = 2(%) =

Parte del trabajo terminado por ambos modelos en 2 horas = 1

Se usan dos bombas para llenar un tanque de almacenamiento de agua en una villa. Una
bomba puede llenar el tanque en 9 horas y la otra en 6. ;Cuanto tiempo les tomaria
llenarlo si trabajaran juntas?

Una variedad de aplicaciones se puede clasificar como problemas con mezclas, los
cuales, aunque provengan de diferentes 4reas, su tratamiento matematico en esencia es

igual.

EJEMPLO 8

>OIUcion

Un problema con mezclas

¢Cuantos litros de una mezcla que contiene 80% de alcohol se tendrian que agregar a 5
litros de una solucion al 20% para obtener una solucién al 30%?

Sea x = cantidad usada de solucion al 80%.

ANTES DE MEZCLAR DESPUES DE MEZCLAR
Solucién al 80% Solucién al 20% Solucién al 30%
e
x litros 5 litros (x + 5) litros
Cantidad de Cantidad de Cantidad de
alcohol en la + alcohol en la = | alcohol en la
primera solucion segunda solucion mezcla
0.8x + 0.2(5) = 0.3(x + 5)
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Problema seleccionado 8

e Algunas
observaciones finales
respecto de las
ecuaciones lineales
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08 +1=03x+1.5

0.5x = 0.5
x=1
Se agrega un litro de la solucion al 80%.

Litros de Litros de

solucién alcohol Porcentaje de alcohol
Primera solucién | 0.8(1) = 0.8 80
Segunda solucion 3 0.2(5) =1 20
Mezcla 6 1.8 1.8/6 = 0.3, 0 30%

En un almacén de productos quimicos se tiene una solucion dcida al 90% y otra al 40%.
(Cuéntos centilitros de la solucion al 90% se deben agregar a 50 centilitros de una
solucién al 40% para obtener una solucion al 50%?

Se puede demostrar que cualquier ecuacion que se escriba en la forma
ax+b=0 a#0 (1)

sin restricciones sobre x, tiene exactamente una solucion, que se puede encontrar como
sigue:

ax+b=0
ax =-b Propiedad de resta de la igualdad
x=— Propiedad de division de la igualdad
a

El requerimiento a # 0 en la ecuacion (1) es una restriccion importante, ya que sin
ella se podrian escribir ecuaciones con miembros de primer grado que no tengan solu-
¢ién o tengan un niimero infinito de soluciones. Por ejemplo,

2% —3=2x +5
no tiene solucion, y
Ix—4=5+3x—3)

tiene un numero infinito de soluciones. Intente resolver cada ecuacién para ver qué
sucede.

Respuestas a los problemas seleccionados

Lx=35 2.F=3C+32 3.3,5,7 4. 20 centimetros
5. 50 minutos 6. 50 millas por hora 7. 3.6 horas 8. 12.5 centilitros
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EJERCICIO 2-1

A i ‘ :

En los problemas del 1 al 16, resuelva cada ecuacion.
L 3(x+ 2) = 5(x — 6) 2. 5x+ 10(x-2) = 40

3.5+40—-2)=200+7)+ 1
4.5t —(Tx—4)—2=5-(3x+2)

R L e - Y s PRRE |
3 2 3 7
7.5_2x—]_x+2 8.x+3_x_—ﬂ=i
4 3 4 2 8
9. 0.1(x — 7) + 0.05x = 0.8
10. 0.4(x + 5) — 0.3x = 17
11. 0.3x — 0.04(x + 1) = 2.04
12. 0.02x — 0.5(x — 2) = 5.32
13.L_L=i_i l4.i+_l_=i+i
m 9 9 3m 3x 2 x 3
15, % op_ 25 16, —3 44-&
X435 x+5 2x— 1 2x— 1
B

En los problemas del 17 al 24, resuelva cada ecuacion.

1 £m3—x=2+x_i
" 10 14 5 2
18-3_x_2—x=5+x_i
24 10 40 15
19.l— s—2= s+ 2 20_11—5 i, . A=3
3 2s+4 35+ 6 6n—6 9 4n — 4
A By gy B 8
2—-x x—2 3=F X3
2, S22 15
F—6t+9 = 3 ¢
24, S . B33e—u

x—3 g2-— 6x +9
En los problemas del 25 al 28, use una calculadora para resol-

ver cada ecuacion con hasta 3 digitos significativos.

25. 3.142x — 0.4835(x — 4) = 6.795
26. 0.0512x + 0.125(x — 2) = 0.725x

232 _ 376 _ 1 g0 608 .0 449

X—=i2 x x x+3

27.

En los problemas del 29 al 36, despeje la variable indicada en
términos de las otras variables.

29. a, = a, + (n — 1)d para d (progresiones aritméticas)
30. F = {C + 32 para C (escala de temperaturas)

31. . + . para f (férmula de lentes simples)
fod 4
1 1 1 - o

32, —=—+ —para R, (circuito eléctrico)
R R

2
33. 4 = 2ab + 2ac + 2bc para a (4rea superficial de un
rectangulo sélido)

34. A = 2ab + 2ac + 2bc para ¢

2x—3 3y+2
35.y= ara x 36. x = ara
¥ 3x+5p y—3p W

Imagine que un estudiante a quien asesora le dio las “solucio-
nes " de los problemas 37 y 38. Responda si la solucion es co-
rrecta o errénea. Si considera que es errénea, explique en qué
consiste el error y proporcione la solucién correcta.

37, x +4=2r—3
x—= 3 x—3
x+4x—12=2x—-3
x=3
18, ¥ +1 _ #+é—3
¥=1 o=
X+1=x2+4x-3
x=1
R R

En los problemas del 39 al 41, despeje x.

39, L 4, —=F n
I+i x+1-—-—
X X
x+1—£

By = g

1 =L
X



42. Despeje y en términos de x:

y _(=*x_¥
le= 3 l—x
43. Despeje x en términos de y: y. = 5

X

1+

44. Sean m y n nimeros reales con m mayor que n. Entonces
ahi existe un numero real positivo p tal que m = n + p.
Encuentre el error en el argumento siguiente:

m=n+p
(m — nym = (m — n)(n + p)

m?> —mn = mn + mp —n* — np
m?* —mn— mp =mn—n*—np

mm—n—p)=n(m—n—p)

APLICACIONES &%

Estos problemas estan agrupados de acuerdo con el tema con
que se relacionan. Los problemas mds dificiles estdn marca-
dos con dos estrellas ™ *, los moderadamente dificiles con una
estrella *, y los mas faciles no estan marcados.

Niimeros

45. Encuentre un niimero tal que 10 menos que dos tercios del
numero sea un cuarto del niimero.

46. Encuentre un nimero tal que 6 mas que la mitad del nimero
sea dos tercios del nimero.

47. Encuentre 4 enteros pares consecutivos de manera que la
suma de los 3 primeros sea 2 veces mayor que el doble del
cuarto.

48. Encuentre 3 enteros pares consecutivos tales que el primero
mas el doble del segundo sea el doble del tercero.

Geometria

49. Encuentre las dimensiones de un rectangulo con un
perimetro de 54 metros, si su longitud es 3 metros menor
que el doble de su ancho.

50. Un rectangulo de 24 metros de longitud tiene la misma
area que un cuadrado que tiene 12 metros de lado. ;Cudles
son las dimensiones del rectangulo?

51. Encuentre el perimetro de un triangulo si uno de sus lados
mide 16 pies, otro dos séptimos del perimetro y el tercero
un tercio del perimetro.

52. Encuentre el perimetro de un tridngulo si uno de sus lados
mide 11 centimetros, otro es un quinto del perimetro, y el
tercero un cuarto del perimetro.
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Negocios y economia

53. El precio de una camara después de descontarle el 20% es
de $72. ;Cuénto costaba antes del descuento?

54, Una tienda que vende estéreos etiqueta cada articulo con
un precio 60% mas caro de lo que cuestan al mayoreo.
;Cuanto cuesta un reproductor de casetes cuyo precio al
mayoreo es de $144?

55. A un empleado de una tienda de computacion se le paga
un salario base de $2 150 al mes, mas un 8% de comision
si vende mas de $7 000 durante ese periodo. ;Cuénto debz
vender para ganar $3 170 al mes?

56.

A un segundo empleado de la tienda de computacion del
problema 55 se le paga un salario base de $1 175 al mes
mas un 5% de comision sobre las ventas del mes.

(A) ¢(Cudnto debe vender este empleado en un mes para
ganar $3 170?

(B) Determine el nivel de ventas en el que ambos
empleados recibirian el mismo ingreso mensual. Si
los empleados pudieran elegir alguna de estas formas
de pago, ;Qué le aconsejaria al empleado considerar
antes de decidir?

Ciencias de la Tierra

*57. En 1984, los soviéticos fueron los primeros en el mundo
que perforaron el pozo con mas profundidad en la corteza
terrestre (con mas de 12 kilémetros de profundidad). Al
perforar descubrieron que después de los 3 kilometros la
temperatura 7 aumentaba 2.5°C por cada 100 metros de
profundidad que aumentaban.

(A) Silatemperatura a los 3 kilometros es de 30°C y x es
la profundidad del pozo en kilometros, plantee una
ecuacion usando x de manera que indique la
temperatura T en el pozo a mas de 3 kilometros de
profundidad.

(B) ;Cual seria la temperatura a 15 kilometros? (La
temperatura limite que soportaba su equipo de perfo-
racion era de alrededor de 300°C.)

(C) (A qué profundidad (en kilémetros) encontrarian una
temperatura de 280°C?

*58. Como el aire no es tan denso a grandes altitudes, los aviones
requieren una alta velocidad en tierra para alcanzar la
velocidad de sustentacion. Una regla empirica es que sea
3% mayor que la velocidad en el suelo por cada 1 000 pies
a partir de la elevacion, suponga que no hay viento y que la
temperatura del aire permanece constante. (Calcule las
respuestas numéricas hasta tres digitos significativos.)

(A) Sea

Vs = Velocidad de despegue a nivel del mar para un
avion particular (en millas por hora).

A = Altitud superior al nivel del mar (en miles de
pies).

V' = Velocidad de despegue a una altitud A para el
mismo avion (en millas por hora).
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Escriba una féormula que relacione estas tres canti-
dades.

(Cudl seria la velocidad de despegue necesaria en el
aeropuerto de Lake Tahoe (6 400 pies), si la velocidad
de despegue en el acropuerto de San Francisco (a nivel
del mar) es de 120 millas por hora?

Si en una pista de aterrizaje en las montafias de
Colorado que estan a una altura de 8 500 pies es
necesaria una velocidad de despegue de 125 millas
por hora, ;cual debera ser la velocidad de despegue
en Los Angeles (al nivel del mar)?

Si la velocidad de despegue a nivel del mar es de 135
millas por hora y la velocidad de despegue en un lugar
montafioso es de 155 millas por hora, ;cual es la altitud
del segundo lugar en miles de pies?

(B)

©)

(D)

**59. Un temblor emite una onda primaria y una onda secundaria.

Cerca de la superficie terrestre la onda primaria viaja
alrededor de 5 millas por segundo, y la onda secundaria al-
rededor de 3 millas por segundo. A partir del tiempo que
tarda en llegar cada una de las dos ondas a una estacion
sismica, es posible calcular la distancia al temblor. Suponga
que una estacion mide una diferencia de tiempo de 12
segundos entre la llegada de las dos ondas. ;A qué distancia
de la estacion esta el epicentro del temblor? (El epicentro
se puede localizar al obtener la distancia de barrido en tres
0 mas estaciones.)

**60. Un barco que usa dispositivos medidores de sonido arriba

y abajo del agua, registra en la superficie una explosion 39
segundos antes que el dispositivo bajo el agua. Si el sonido
viaja en el aire a alrededor de 1 100 pies por segundo y en
el agua a cerca de 5 000 pies por segundo, ;a qué distancia
ocurrid la explosion?

Ciencias de la vida

61. Una naturalista de un departamento de pesca calculo el

numero total de truchas en cierto lago mediante la popular
técnica de captura, marcaje y recaptura. En total pesc6, marcd
y liberé 200 truchas. Una semana después durante la cual se
pudieron mezclar, volvié a pescar 200 truchas entre las que
encontré ocho marcadas. Suponiendo que ¢l porcentaje de
truchas marcadas con relacion al niimero total de la segunda
muestra es el mismo que el de todos los peces marcados en
la primera muestra con relacion al total de la poblacion de
truchas, estime el niimero total de peces en el lago.

62. Repita el problema 61 con una primera muestra (marcada)

de 300 y una segunda muestra de 180 con solo seis truchas
marcadas. '

Quimica

*63. ;Cudntos galones de agua destilada se deben mezclar con

50 galones de una solucidn con alcohol al 30% para obtener
una solucion al 25%7?

*64. ;Cudntos galones de 4cido clorhidrico se deben agregar a

12 galones de una solucién al 30% para obtener una
solucion al 40%?

* 65.

* 66

Un quimico mezcla agua destilada con una solucion al 90%
de acido sulfiirico para producir una solucion al 50%. Si se
usan 5 litros de agua destilada, ;cuanta solucion al 50% se
produce?

Un distribuidor tiene 120 000 galones de combustible con
un contenido de 0.9% de sulfuro, porcentaje que excede al
8% permitido por los estindares de control de conta-
minacion. ;,Cudntos galones de combustible que contengan
0.3% de sulfuro se deben agregar a los 120 000 galones
para obtener un combustible que cumpla con los estandares
mencionados?

Rapide; y tiempo

= 67.

* 68.

*¥69.

*70.

Una vieja computadora permite elaborar la némina semanal
en 5 horas. Una computadora mas reciente permite hacer
la misma noémina en 3 horas. Se comienza a hacer la némina
en la computadora vieja y después de una hora se conecta
en linea con la nueva para que trabajen juntas hasta terminar
el trabajo. ;En cudnto tiempo terminaran el trabajo ambas
computadoras? (Suponga que cada una opera de manera
independiente.)

Una bomba puede llenar un tanque para almacenar gasolina
en 8 horas. Trabajando simultineamente con una segunda
bomba se puede llenar el tanque en 3 horas. ;Cuanto tiempo
le tomaria a la segunda bomba llenar el tanque si operara
sola?

La velocidad de crucero de un avién es de 150 millas por
hora (respecto al suelo). Usted renta el avién para un viaje
de 3 horas y le indica al piloto que vuele hacia el norte tan
lejos como pueda y regrese al aeropuerto cuando se termine
el tiempo.

(A) ;Qué distancia podria volar el piloto hacia el norte si
el viento sopla a 30 millas por hora desde esa di-
reccion?

(B) ;Hasta qué distancia hacia el norte podria volar si no
hubiera viento?

Suponga que estd en una villa cerca de un rio y renta una
lancha por 5 horas que comienzan a las 7 A.M. Le comentan
que el bote viajara a 8 millas por hora corriente arriba y a
12 millas por hora en el regreso, asi que decide que le
gustaria alejarse rio arriba tanto como para poder regresar
al mediodia. ;A qué hora tendria que regresar, y a qué
distancia de la villa estard a esa hora?

Musica

*71.

* 72,

En musica, un acorde mayor se compone de notas cuyas
frecuencias estan en la relacion 4:5:6. Si la primera nota
de un acorde tiene una frecuencia de 264 hertz (tecla media
C en el piano), encuentre las frecuencias de las otras dos
notas. [Sugerencia: Establezca dos proporciones usando
4:5y4:6.]

Un acorde menor se compone de notas cuyas frecuencias
estan en la relacion 10:12:15. Si la primera nota de un
acorde menor es A, con una frecuencia de 220 hertz, ;cudles
son las frecuencias de las otras dos notas?



Psicologia

73

74.

En un experimento sobre motivacion, el profesor Brown
entrend a un grupo de ratas para que corrieran por un pasaje
angosto en una jaula con el fin de recibir comida en una
caja objetivo. En seguida, le puso a cada rata un arnés y lo
conectod a un alambre unido a un medidor. Después colocod
a las ratas a diferentes distancias de la comida y midio el
jalon (en gramos) de la rata hacia el alimento. Encontrd
que la relacion entre motivacion (jalon) y la posicion estaba
dada aproximadamente por la ecuacion.

p=—3d+170 30=< d=170

donde el jalon p se midio en gramos y la distancia d en
centimetros. Cuando el jalén registrado fue de 40 gramos,
(a qué distancia de la caja objetivo lleg6 la rata?

El profesor Brown repitié el experimento descrito en el
problema 73, sélo que ahora reemplazo la comida en la
caja objetivo con un leve choque eléctrico. Con los mismos
aparatos pudo medir la resistencia a evitar el choque
respecto de la distancia del objeto que lo produce. Encontré
que la resistencia a evitarlo @ (medida en gramos) se
relaciona con la distancia d a la que la rata estaba del obje-
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to que produce el choque (medido en centimetros) apro-
ximadamente por la ecuacion.

a=—3d+ 230 300=d=170

Si la misma rata fuera entrenada como se describio en éste
y en el problema 73, ;a qué distancia (con un decimal) de
la caja objetivo serdn iguales las resistencias para acercarse
y para evitarlo? (;Qué cree que haria la rata en este punto?)

dcertijo

75. Una torre de perforacion en el Golfo de México se coloca

de manera que un quinto de su altura esta en arena, 20 pies
estan en el agua y 2 tercios en el aire. ;Cual es la altura
total de la torre?

76. Durante un viaje de campamento en los bosques del norte

de Canada, una pareja recorrié un tercio del camino en
bote, 10 millas a pie y un sexto del camino a caballo. ;Qué
tan largo fue el viaje?

+»T7. Exactamente después de las 12 del dia, ja qué hora volverin

a juntarse las manecillas de un reloj?

SECCION 2-2

. Sistemas de ecuaciones

«  Sustitucion
*  Aplicaciones

¢ Sistemas de
ecuaciones

Sistemas de ecuaciones lineales y aplicaciones

En la seccion anterior, se resolvieron problemas con literales introduciendo una sola
variable para representar una de las incognitas, y después se intento representar a todas

las incégnitas en términos de esta variable. En ciertos problemas con literales, es mas
conveniente introducir diversas variables, encontrar las ecuaciones que relacionan esas
variables, y después resolver el sistema de ecuaciones resultante. Por ejemplo, si un
tablero de 12 pies se corta en dos partes de manera que una de ellas sea 2 pies mas
grande que la otra, se tiene entonces

x = Longitud de la pieza mas grande
v = Longitud de la pieza mas corta

se observa que x y y deben satisfacer las ecuaciones siguientes:

x+y=12
x—y=2

Se tiene ahora un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables. Asi, se puede
resolver este problema al encontrar todos los pares de nimeros x y y que satisfagan

ambas ecuaciones.

En general, se tiene interés en resolver sistemas lineales del tipo:

ax +by=h
ex +dv=k

Sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables
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e Sustitucion

donde x y y son variables y a, b, ¢, d, h 'y k son constantes reales. Un par de nimeros x
=X,Yy =y, es una solucion de este sistema si cada ecuacion se satisface por el par. El
conjunto de todos esos pares de nliimeros se denomina conjunto solucién para el siste-
ma. Resolver un sistema es encontrar su conjunto solucién. En esta seccion, se restrin-
gird nuestro analisis a técnicas de solucion simples para sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos variables. En el capitulo 9 se analizaran sistemas mas grandes y méto-
dos de solucion mas sofisticados.

Para resolver un sistema por sustitucién, primero se escoge una de las dos ecuaciones
de un sistema y se despeja una variable en términos de la otra. (Si es posible, elija una
que no contenga fracciones.) Después sustituya el resultado en la otra ecuacién y re-
suelva la ecuacion lineal resultante con una variable. Por tltimo, se sustituye de nuevo
este resultado en la expresion obtenida en el primer paso para encontrar la segunda
variable. Se ilustrara este proceso al regresar al problema del tablero enunciado al ini-
cio de la seccion.

EJEMPLO 1

Solucion

Solucién de un sistema por sustitucién
Resuelva el problema del tablero al resolver el sistema.

x+y=12
x—y=2

Despeje de cualquier ecuacion una de las variables y sustituyala en la otra ecuacion
Se elige despejar y de la primera ecuacion en términos de x:
x+y=12 Resuelva la primera ecuacion para y en términos de x.

y =12 —x Sustituya en la sequnda ecuacién

N

x—y=2

x =i(]2= %)= 2
x—12+x=2
2x =14

=

X =
Ahora, se reemplaza x con 7 en la ecuacion y = 12 —x:

y=12—x
y=12-7

y=2

De esta forma, el tablero mas largo mide 7 pies y el mas corto 5.
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Comprobacién x+ty=12
T+ 5 Z 12
12=12

x—y=2
7—-5%2
2=2

921

Problema seleccionado 1 Resuelva por sustitucion y compruebe: x — y =3

x+2y=-3

EJEMPLO 2 Resuelva un sistema por sustitucion

Resuelva por sustitucion y compruebe: 2x — 3y = 7

Ix—y=17

Solucién  Para evitar fracciones, elija despejar y en la segunda ecuacion:

Ix—y=7
—p==3x+17
y=3x—-7

2p=3y =17

2x—=33x-7=7
=9 +21=7

—Tx=—14
x=12
y=3x-—-17
y =32 —7

y==1
Asi, lasolucidnesx =2yy = —1.
Comprobacién 2x—3y=17
22)-3(—-Hzx7
7=17

Resuelva a y en términos de x.

Sustituya en la primera ecuacién.

Primera ecuacion

Resuelva para x.

Sustituya x = 2eny = 3x — 7.

Ix—y=7
3(Q)—-(—-1Hx7
7=17

Problema seleccionado 2 Resuelva por sustitucion y compruebe: 3x — 4y = 18

2x+y=1




92

2 Ecuaciones y desigualdades

EXPLORACION Y ANALISIS 1

Use sustitucion para resolver cada uno de los sistemas slgtuentes Analice la natura-
leza de los conjuntos sotuclén que obtenga.

x+3y=4 x+3y=4
x+6p=17 x+6y=38

* Aplicaciones

Los ejemplos siguientes ilustran las ventajas de usar sistemas de ecuaciones y el méto-
do de sustitucion para resolver problemas con literales.

EJEMPLO 3

Solucion

Dieta

Una persona quiere incluir en su dieta diaria leche y jugo de naranja, para aumentar la
cantidad de calcio y vitamina A. Una onza de leche contiene 38 miligramos de calcio y
56 microgramos* de vitamina A. Una onza de jugo de naranja contiene 5 miligramos
de calcio y 60 microgramos de vitamina A. ;Cuantas onzas de leche y jugo de naranja
debera tomar al dia para obtener exactamente 550 miligramos de calcio y 1200
microgramos de vitamina A?

Primero se definen las variables importantes:

x = Numero de onzas de leche
» = Numero de onzas de jugo de naranja
En seguida se resume, en una tabla, la informacion con que se cuenta. Es conveniente

organizar la informacién en las tablas de manera que las cantidades representadas por
las variables se encuentren en las columnas (en vez de en renglones), como se muestra.

Jugo de Necesidades
Leche naranja totales
Calcio 38 5 550
Vitamina A 56 60 1200

Ahora, se usa la informacién de la tabla para formar ecuaciones que implican a x y y:

Calcio en x Calcio en y onzas Calcio total
onzas de leche de jugo de naranja necesario (mg)
38x + Sy - 550
Vitamina A en x Vitamina A en y onzas Vitamina A total
onzas de leche de jugo de naranja necesaria (1g)

56x + 60y = 1200

* Un microgramo (pg) es un millonésimo (10°) de gramo.
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Problema seleccionado 3
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S5y = 550 — 38x Resuelva la primera ecuacion para .
y =110 — 7.6x
S56x + 60(110 — 7.6x) = 1 200 Sustituya y en la segunda ecuacién.
56x + 6 600 — 456x = 1200
—400x = —5 400
x =135 Sustituya en (1).
v =110 — 7.6(13.5)
y=174

Tomando 13.5 onzas de leche y 7.4 onzas de jugo de naranja al dia se obtienen las
cantidades necesarias de calcio y de vitamina A.

38x + 5y = 550 56x + 60y = 1000
38(13.5) + 5(7.4) 2 500 56(13.5) + 60(7.4) 2 1200
500 = 500 1200 = 1200

Una persona quiere usar queso cottage y yogurt para aumentar la cantidad de proteina y
calcio en su dieta diaria. Una onza de queso cottage contiene 3 gramos de proteinay 12
miligramos de calcio. Una onza de yogurt contiene un gramo de proteina y 44 miligramos
de calcio. ;Cuantas onzas de queso cottage y yogurt deberia comer al dia para obtener
exactamente 57 gramos de proteina y 840 miligramos de calcio?

EJEMPLO 4

Solucién

Velocidad del viento

Un avion recorre las 2 400 millas de Washington, D. C., a San Francisco en 7.5 horas y
hace el viaje de regreso en 6 horas. Suponga que el avidn viaja a una velocidad constan-
te y que el viento fluye con una rapidez constante de oeste a este, encuentre la velocidad
del avion y la rapidez del viento.

Sea que x represente la velocidad del avidn y que y representa la rapidez con la cual
sopla el viento (ambas en millas por hora). La velocidad terrestre del avion se determi-

na al combinar estas dos velocidades; es decir,

x — y = velocidad de despegue volando de este a oeste (viento de frente)

x + y = velocidad de despegue volando de oeste a este (viento de cola)

Aplicando la conocida formula D = RT para cada parte del viaje se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones:

2400 = 7.5(x — y) De Washington a San Francisco

2400 = 6(x + y) De San Francisco a Washington
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Comprobacion

Problema seleccionado 4

Después de simplificar, se tiene

x —y =320
x +y =400

Usando sustituciones para resolver:

x=y+ 320 Resuelva la primera ecuacién para x.
y+ 320 + y = 400 Sustituya y en la sequnda ecuacién.
2y = 80
y = 40 mph Sustituya en (1).
x =40+ 320
x = 360 mph  Velocidad del avion
2400 =7.5(x—y) 2400 = 6(x + y)
2400 2 7.5(360 — 40) 2400 Z 6(360 + 40)
2 400 < 2 400 2 400 < 2 400

A un bote le toma 8 horas recorrer 80 millas corriente arriba y 5 horas el regreso a su
punto de partida. Encuentre la velocidad del bote en aguas tranquilas y la velocidad de
la corriente.

EJEMPLO 5

Oferta y demanda

La cantidad de un producto que la gente esta comprando voluntariamente durante algiin
periodo depende de su precio. Por lo general, a mayor precio la demanda es menor; a
menor precio, la demanda es mayor. De manera similar, la cantidad de un producto que
un proveedor est4 vendiendo voluntariamente durante algin periodo también depende
del precio. Por lo general un proveedor estara abasteciendo mas de un producto a pre-
cios altos y menos de un producto a precio bajos. El modelo mas simple de proveedor y
demanda es un model